
Τα βιβλία των Εκδόσεων Πουκαμισάς συμπυκνώ-
νουν την πολύχρονη διδακτική εμπειρία των συγ-
γραφέων μας και αποτελούν το βασικό εκπαιδευτικό 
υλικό που χρησιμοποιούν οι μαθητές των φροντι-
στηρίων μας. Μέσα από τη διαρκή τους αξιοποίη-
ση στις τάξεις μας διασφαλίζουμε τον εμπλουτισμό 
τους, τη συνεχή τους βελτίωση και την επιστημονική 
τους αρτιότητα, καθιστώντας τα βιβλία των Εκδό-
σεών μας εγγύηση για την επιτυχία των μαθητών.

τα βιβλία των επιτυχιών



Κώστας Λεμάνης

Μαθηματικά
Γ΄ Γυμνασίου



ΠΡΟΛΟΓΟΣ
Το βιβλίο Μαθηματικά της Γ´ Γυμνασίου είναι αποτέλεσμα πολύχρονης εμπειρίας στην 
εκπαίδευση χωρίς όμως να χάνει στιγμή τον προσανατολισμό του από τις σύγχρονες 
παιδαγωγικές αρχές και διδακτικές ανάγκες των μαθηματικών. 

Με το πόνημα αυτό σκοπός μας είναι αφενός να βοηθήσουμε τον μαθητή να κατανοήσει 
και να εμπεδώσει το γνωστικό αντικείμενο και αφετέρου να στηρίξουμε τον συνάδελφο 
καθηγητή στην επεξεργασία και στη μετάδοση της διδακτέας ύλης ενός μαθήματος 
τόσο βασικού και πολλές φορές τόσο παρεξηγημένου και δυσνόητου.

Το βιβλίο ακολουθεί, εν πολλοίς, τη δομή του σχολικού εγχειριδίου και αποτελείται από 
οκτώ κεφάλαια καλύπτοντας έτσι μεθοδικά την ύλη της:

Άλγεβρας (κεφάλαιο 1 έως 6)••
Ευκλείδειας Γεωμετρίας (κεφάλαιο 7)••
Τριγωνομετρίας (κεφάλαιο 8)••

Τα κεφάλαια είναι χωρισμένα σε επιμέρους ενότητες, οι οποίες περιλαμβάνουν τη σχε-
τική κάθε φορά θεωρία σε σύντομες υποενότητες, με σαφείς και λιτούς ορισμούς, ευ-
κρινή σχήματα, πληροφορίες για μεγάλους μαθηματικούς της ιστορίας της επιστήμης, 
σημειώσεις και παρατηρήσεις όπου απαιτείται η επικέντρωση της προσοχής του μαθη-
τή, και φυσικά πλήθος από παραδείγματα και εφαρμογές με τις λύσεις τους. 

Σ’ αυτούς που μου χάρισαν απλόχερα την πνοή τους, 
στη Ρίτσα, στον Σπύρο, στον Άγγελο, 

στις μαθήτριες, στους μαθητές, 
στους φίλους, στους συναδέλφους



Εδώ πρέπει να αναφερθούμε στη συστηματική μας προσπάθεια τα παραδείγματα και 
πολλές ασκήσεις να προσεγγίζονται βιωματικά θέλοντας να παραπέμψουμε τους μαθητές 
στην καθημερινή τους εμπειρία, έτσι ώστε να τους «αποδείξουμε» ότι τα μαθηματικά, 
εκτός από «μάθημα», είναι ένα μονοπάτι που οδηγεί στην ορθή και δομημένη σκέψη.

Στο τέλος κάθε ενότητας, ο αναγνώστης θα βρει ερωτήσεις κατανόησης της ύλης που 
έχει προηγηθεί και ασκήσεις διαβαθμισμένης δυσκολίας που στοχεύουν στη βελτίωση 
του επιπέδου αντίληψης και δεξιότητας στη λύση προβλημάτων, ενώ στο τέλος κάθε 
κεφαλαίου οι ασκήσεις επανάληψης ανακεφαλαιώνουν ό,τι έχει ήδη κατακτηθεί.

Στο τελευταίο τμήμα του βιβλίου έχουν ενσωματωθεί:
Πληροφορίες για τον αριθμό π και για το ακτίνιο (rad).••
Χρήσιμοι πίνακες: (α) των τριγωνομετρικών αριθμών, (β) των βασικών σχημάτων με ••
τους τύπους των περιμέτρων-μηκών (L), των εμβαδών (Ε) και των όγκων (V) τους.
Οι απαντήσεις στις ερωτήσεις κατανόησης και οι λύσεις των ασκήσεων του βιβλίου ••
αυτού, καθώς και του σχολικού βιβλίου.

Θερμά ευχαριστώ τη Μαλβίνα, τη Χαρά, τον Απόστολο, και ιδιαίτερα τη συνάδελφο 
Μαρία Λαφαζάνογλου για την πολύτιμη βοήθειά της.
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1.1 Τα σύνολα των αριθμών

Α. Ορισμοί
Έχουμε συναντήσει μέχρι τώρα αριθμούς, όπως οι:

1, 0, 0,1, ​ 1 __ 2 ​, − ​ 1 ___ 
​√

__
 3 ​
 ​, 2 ​ 1 __ 3 ​, −5,244444..., 3,14, π, −1​0​2​

που ο καθένας ανήκει σε ένα ή περισσότερα από τα παρακάτω σύνολα.

Το γράμμα  εί-
ναι το αρχικό της 
αγγλικής λέξης 
Nαturαl, που ση-
μαίνει «φυσικός».

ΦΥΣΙΚΟΙ ΑΡΙΘΜΟΙ
Είναι οι αριθμοί 0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, ... και το σύνολο αυτό γράφε-
ται συμβολικά: 

 = {0, 1, 2, 3, 4, 5, ...}

Το γράμμα  εί-
ναι το αρχικό της 
γερμανικής λέξης 
Zαhl, που σημαί-
νει «αριθμός».	

ΑΚΕΡΑΙΟΙ ΑΡΙΘΜΟΙ
Είναι οι αριθμοί 0, 1, −1, 2, −2, 3, −3, 4, −4, 5, −5, 6, −6, ... και 
το σύνολο αυτό γράφεται συμβολικά:

 = {..., −5, −4, −3, −2, −1, 0, 1, 2, 3, 4, ...}

Όταν θέλουμε να δηλώσουμε ότι ένας αριθμός x είναι στοιχείο ενός συνόλου Α, 
δηλαδή ότι ανήκει σε ένα σύνολο Α, γράφουμε συμβολικά x∈Α.
Αντίθετα, όταν θέλουμε να δηλώσουμε ότι ένας αριθμός x δεν είναι στοιχείο ενός 
συνόλου Α, δηλαδή ότι δεν ανήκει σε ένα σύνολο Α, γράφουμε συμβολικά x∉Α.

ΠΑΡΑΔΕΙΓΜΑTΑ

2016∈, 2017∈, −2∈, −2∉, ​ 3 __ 4 ​∉

Oι πραγματικοί αριθμοί
Κ

εφ
ά

λ
α

ιο
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Το γράμμα  
είναι το αρχικό της 
αγγλικής λέξης 
Quotient, που 
σημαίνει «πηλίκο – 
λόγος».

ΡΗΤΟΙ ΑΡΙΘΜΟΙ
Είναι οι αριθμοί που είναι κλάσματα με αριθμητή και παρονο-
μαστή ακέραιο αριθμό και οι αριθμοί που μπορούν να γραφούν 
ως κλάσματα με αριθμητή και παρονομαστή ακέραιο αριθμό. 
Το σύνολο αυτό γράφεται συμβολικά:

 = ​{ ​ α __ β ​/ α, β∈ και β ≠ 0 }​

Οι ακέραιοι αριθμοί α είναι ρητοί αφού, αν χρειαστεί, μπορούν να γραφούν στη ••
μορφή ​ α __ 1 ​ ή ​ 2α ___ 2 ​ ή ​ −3α ____ −3 ​ ή ...

ΠΑΡΑΔΕΙΓΜΑTΑ

−5 = ​ −5 ___ 1 ​ = ​ −15 ____ 3  ​ = −​ 15 ___ 3 ​ = ...,       6 = ​ 24 ___ 4 ​ = ​ −12 ____ −2 ​ = ...

Οι δεκαδικοί αριθμοί με πεπερασμένο πλήθος δεκαδικών ψηφίων είναι ρητοί ••
αφού, αν χρειαστεί, μπορούν να γραφούν σε μορφή δεκαδικού κλάσματος.

ΠΑΡΑΔΕΙΓΜΑΤΑ

3,5 = ​ 35 ___ 10 ​ = ​ 7 __ 2 ​,       −0,2 = ​ −2 ___ 10 ​ = − ​ 2 ___ 10 ​ = −​ 1 __ 5 ​,       4,125 = ​ 4.125 _____ 1.000 ​ = ​ 165 ____ 40 ​ = ​ 33 ___ 8 ​

Οι δεκαδικοί αριθμοί με άπειρο πλήθος δεκαδικών ψηφίων, τα οποία επαναλαμ-••
βάνονται, μπορούν, αν χρειαστεί, να γραφούν σε μορφή κλάσματος με όρους 
ακέραιους αριθμούς.

ΠΑΡΑΔΕΙΓΜΑΤΑ

1.	�Για τον αριθμό ρ = 7,333333..., που συμβολικά γράφεται ρ = 7,​
−

 3​, έχουμε 
10ρ = 73,333333..., οπότε 10ρ – ρ = 66, 9ρ = 66, δηλαδή ρ = ​ 66 ___ 9 ​ = ​ 22 ___ 3 ​.

2.	�Για τον αριθμό τ = 0,0252525, που συμβολικά γράφεται τ = 0,0​
−

 25​, έχουμε 
10τ = 0,25252525, 1000τ = 25,25252525, οπότε 1000τ – 10τ = 25, 990τ = 25, 
δηλαδή τ = ​ 25 ____ 990 ​ = ​ 1 ___ 36 ​.

ΑΡΡΗΤΟΙ ΑΡΙΘΜΟΙ
Είναι οι αριθμοί που δεν είναι ρητοί και στη δεκαδική τους μορφή έχουν άπειρο πλήθος 
δεκαδικών ψηφίων, τα οποία δεν εμφανίζουν περιοδικότητα. 
Δεν υπάρχει σύμβολο για το σύνολο των άρρητων αριθμών!
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Κεφάλαιο 1
Οι πραγματικοί αριθμοί

Ρητός → αριθμός που μπορεί να λεχθεί και να προσδιοριστεί επακριβώς.
Άρρητος → αριθμός που δεν μπορεί να λεχθεί ούτε να προσδιοριστεί επακριβώς.

ΠΑΡΑΔΕΙΓΜΑTΑ

1.	 ​√
__

 3 ​ ≃ 1,7320508076...
2.	 ​√

__
 2 ​ ≃ 1,4142135624...

3.	 ​ ​√
__

 3 ​ ___ 2  ​ ≃ 0,8660254038...

4.	 ​ ​√
__

 2 ​ ___ 2  ​ ≃ 0,7071067812...

5.	 1 + ​√
__

 3 ​ ≃ 2,7320508076...
6.	 π ≃ 3,1415926536...
7.	 ​√

__
 5 ​ − 2 ≃ 2,2360679775... − 2 = 0,2360679775...

8.	 ​√
__

 8 ​ = 2​√
__

 2 ​ ≃ 2,8284271248...
9.	 ​√

___
 12 ​ = 2​√

__
 3 ​ ≃ 3,4641016152...

10.	​ π __ 2 ​ ≃ 1,5707963268...

Το γράμμα  είναι 
το αρχικό της αγ-
γλικής λέξης Reαl, 
που σημαίνει 
«πραγματικός».

ΠΡΑΓΜΑΤΙΚΟΙ ΑΡΙΘΜΟΙ 
Είναι το σύνολο όλων των αριθμών που έχουμε γνωρίσει μέχρι 
τώρα, ρητών και άρρητων, και συμβολίζεται με το γράμμα .

Το σύνολο των άρρητων αριθμών προκύπτει αν από τους πραγματικούς εξαιρέ-
σουμε τους ρητούς και το παρουσιάζουμε συμβολικά: -.

Β. Διαγραμματική παρουσίαση των συνόλων των αριθμών
Τα σύνολα των αριθμών, καθώς και η σχέση που υπάρχει μεταξύ τους, παρουσιάζο-
νται στο παρακάτω διάγραμμα, στο οποίο το  είναι το βασικό σύνολο.

�

� � �

Ένα τέτοιο διάγραμμα παρουσίασης συνόλων λέγεται και διάγραμμα Venn.
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ΤΑ ΣΥΝΟΛΑ *, *, *, *
Αν ένα σύνολο Α περιέχει το 0, τότε με το σύμβολο Α* εξαιρούμε από το Α το 0. Έτσι:

* = {1, 2, 3, 4, 5, ...}     * = {..., −5, −4, −3, −2, −1, 1, 2, 3, 4, ...}

Γ. Ευθεία-άξονας των πραγματικών αριθμών
Θεωρούμε μία ευθεία ε και το σύνολο  των πραγματικών αριθμών. Στην ευθεία ε παίρ-
νουμε ένα σημείο Ο και ένα τμήμα ΟΑ της επιλογής μας ως (άτυπη) μονάδα μέτρησης.

Με βάση το μοναδιαίο τμήμα που ορίσαμε, σε κάθε σημείο της ευθείας αντιστοιχίζουμε 
έναν πραγματικό αριθμό, που λέγεται τετμημένη του σημείου, και με τον τρόπο αυτό 
δημιουργούμε τη λεγόμενη ευθεία x΄x των πραγματικών αριθμών ή, αλλιώς, τον άξο-
να x΄x των πραγματικών αριθμών ή πραγματικό άξονα.

xx΄ –3 –2
5– Ο Α 2 2.43

2–
1
2

1
2

7
2

1
4–

–1 0 1 2 3 4

Φυσικά, και κάθε πραγματικός αριθμός αντιστοιχεί σε ένα μόνο σημείο της ευθείας αυτής.

Το σημείο Ο είναι η αρχή του άξονα, η ημιευθεία Οx είναι ο θετικός ημιάξονας των 
πραγματικών αριθμών και η Οx΄ είναι ο αρνητικός ημιάξονας των πραγματικών 
αριθμών.

Δ. Ορθοκανονικό σύστημα αξόνων
Αν πάρουμε δύο πραγματικούς άξονες x΄x, y΄y κάθετους μεταξύ τους, με κοινή αρχή 
Ο και ίσα μοναδιαία τμήματα, δημιουργούμε ένα ορθοκανονικό σύστημα αξόνων ή, 
αλλιώς, ένα καρτεσιανό σύστημα αναφοράς.

Ως προς αυτό το σύστημα αναφοράς, κάθε σημείο Μ του επιπέδου έχει δύο συντεταγ-
μένες, μία τετμημένη x και μία τεταγμένη y, και συμβολικά γράφουμε Μ(x, y).

Αντιστρόφως, σε κάθε διατεταγμένο ζεύγος (x, y) πραγματικών αριθμών αντιστοιχεί ένα 
(μόνο) σημείο του επιπέδου, που είναι εφοδιασμένο με ορθοκανονικό σύστημα αξόνων.

ΠΑΡΑΔΕΙΓΜΑ

xΓ

Δ Ε

Ζ

y

Ο

A Η
M

x

y

0
0

1 Β

–1

–2

–3

2

1 2 3–3–4 –2 –1

Στο διπλανό σχήμα έχουμε:
το σημείο Α με τετμημένη −2,5 και τεταγμέ-••

νη 2, δηλαδή το Α ​( − ​ 5 __ 2 ​, 2 )​, 
το σημείο Β με τετμημένη 3 και τεταγμένη 1, ••
δηλαδή το Β (3, 1), 
το σημείο Ε του άξονα των τεταγμένων με τετμη-••
μένη 0 και τεταγμένη −​ 5 __ 2 ​, δηλαδή το Ε​( 0, −​ 5 __ 2 ​ )​,
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το σημείο Γ του άξονα των τετμημένων με τετμημένη −4 και τεταγμένη 0, δηλαδή το ••
Γ (−4, 0).

Αντίστροφα, στο διατεταγμένο ζεύγος ​( ​ 3 __ 2 ​, − ​ 3 __ 2 ​ )​ αντιστοιχεί ένα σημείο του επιπέδου με 
τετμημένη x = ​ 3 __ 2 ​ και τεταγμένη y = − ​ 3 __ 2 ​. 

Για να βρούμε το σημείο αυτό φέρνουμε ευθεία κάθετη στον άξονα x΄x, στο σημείο που 
βρίσκεται το ​ 3 __ 2 ​, και μία κάθετη στον άξονα y΄y, στο σημείο που βρίσκεται το − ​ 3 __ 2 ​. Το 
σημείο τομής Ζ των δύο αυτών ευθειών είναι το σημείο Ζ​( ​ 3 __ 2 ​, − ​ 3 __ 2 ​ )​.
Όμοια βρίσκουμε ότι στο διατεταγμένο ζεύγος (0, 2) αντιστοιχεί το σημείο Η του επιπέ-
δου και στο διατεταγμένο ζεύγος ​( −4, −​ 5 __ 2 ​ )​ αντιστοιχεί το σημείο Δ του επιπέδου.

Κάθε σημείο του άξονα y΄y των τεταγμένων έχει τετμημένη 0.
Κάθε σημείο του άξονα x΄x των τετμημένων έχει τεταγμένη 0.

ΚΑΡΤΕΣΙΟΣ (René Descαrtes, 1596-1650): Γάλλος φιλόσοφος, μαθηματικός και επιστήμο-
νας φυσικών επιστημών που έζησε τον 17ο αιώνα. Ήταν ο πρώτος που εισήγαγε την έννοια του 
μεταβλητού μεγέθους και καθιέρωσε στην Άλγεβρα τους όρους x, y, z, α, b, c, ... Δημιούργησε τη 
μέθοδο του συστήματος των συντεταγμένων, βοηθώντας σημαντικά το έργο μεταγενέστερων επι-
στημόνων, ενώ ταυτόχρονα πέτυχε την ένωση της Γεωμετρίας με την Άλγεβρα.

Ε. «Κατασκευή» των αριθμών ​√
__

 2 ​, ​√
__

 3 ​, ...
Αν γνωρίζουμε τη μονάδα μέτρησης μ (τυποποιημένη ή άτυπη), τότε με τη χρήση του 
Πυθαγορείου Θεωρήματος μπορούμε να κατασκευάσουμε ένα ευθύγραμμο τμήμα με 
μήκος ​√

__
 2 ​ μ, ​√

__
 3 ​ μ, ...

Σχεδιάζουμε ένα ορθογώνιο και ισοσκελές τρίγωνο με κάθετες πλευρές ίσες με τη μο-
νάδα μ. Με τη χρήση του Πυθαγορείου Θεωρήματος, προκύπτει ότι η υποτείνουσα του 
τριγώνου αυτού έχει μήκος ίσο με ​√

__
 2 ​ μ. 

2μμ

μ

μ

μ

3μ
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Στη συνέχεια, σχεδιάζουμε ένα ορθογώνιο τρίγωνο με τη μία κάθετη πλευρά του ίση με ​√
__

 2 ​ μ 
και την άλλη κάθετη ίση με μ. Η υποτείνουσα του νέου τριγώνου είναι ίση με ​√

__
 3 ​ μ. Αν συνε-

χίσουμε με τον ίδιο τρόπο, θα βρούμε τα ευθύγραμμα τμήματα με μήκη ​√
__

 4 ​ μ, ​√
__

 5 ​ μ, ​√
__

 6 ​ μ, ...

Αν ως μοναδιαίο τμήμα μ πάρουμε το τυποποιημένο 1 cm, τότε τα ευθύγραμμα τμήμα-
τα που σχεδιάσαμε παραπάνω έχουν μήκη ​√

__
 2 ​ cm, ​√

__
 3 ​ cm, ​√

__
 4 ​ cm, ​√

__
 5 ​ cm, ​√

__
 6 ​ cm, ...

1.2 Συστήματα αρίθμησης

Α. Το δεκαδικό σύστημα αρίθμησης
Είναι το γνωστό σύστημα αρίθμησης, στο οποίο όλοι οι αριθμοί γράφονται με τη χρήση 
των ψηφίων 0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8 και 9. Κάθε ψηφίο ενός αριθμού έχει την τάξη του 
είτε στο ακέραιο είτε στο δεκαδικό μέρος του.

ΠΑΡΑΔΕΙΓΜΑΤΑ

1.	� Ο αριθμός 257 ισούται με:
7 ∙ 1​0​0​ + 5 ∙ 1​0​1​ + 2 ∙ 1​0​2​ = 7 ∙ 1 + 5 ∙ 10 + 2 ∙ 100 = 7 + 50 + 200 μονάδες

2.	� Ο αριθμός 6409,35 ισούται με:
5 ∙1​0​−2​ + 3 ∙ 1​0​−1​ + 9 ∙1​0​0​ + 0 ∙1​0​1​ + 4 ∙ 1​0​2​ + 6 ∙ 1​0​3​ =

= 5 ∙ ​  1 ____ 100 ​ + 3 ∙ ​ 1 ___ 10 ​ + 9 ∙ 1 + 0 ∙10 + 4 ∙100 + 6 ∙ 1000 =

= ​  5 ____ 100 ​ + ​ 3 ___ 10 ​ + 9 + 0 + 400 + 6000 = 0,05 + 0,3 + 9 + 400 + 6000 μονάδες

3.	� Αν συμβολίσουμε x, y, z τα ψηφία του ακέραιου αριθμού xyz, τότε αυτός είναι ίσος με:
z ∙ 1​0​0​ + y ∙ 1​0​1​ + x ∙ 1​0​2​ μονάδες

Β. Το δυαδικό σύστημα αρίθμησης
Οι πρώτες απλές ηλεκτρικές υπολογιστικές μηχανές εμφανίστηκαν πριν από πολλά χρόνια. 
Στη συνέχεια, εξελίσσονταν συνεχώς, απέκτησαν κι άλλες δυνατότητες, για να φτάσουμε σή-
μερα στους Η/Υ με τις εξαιρετικές τους «ικανότητες». Τα εργαλεία αυτά αποτελούνται από 
το σώμα (μηχανικό-ηλεκτρικό μέρος), το «hardware», και το μυαλό-ψυχή, το «software».

OFF

ON

Η λειτουργία αυτών των μηχανών στηρίζεται στις δύο «κατα-
στάσεις» που έχουμε στο ηλεκτρικό ρεύμα, την ON και την 
OFF. Όταν ένας διακόπτης είναι κλειστός, έχουμε την κατάστα-
ση ON, ενώ όταν είναι ανοικτός, έχουμε την κατάσταση OFF. 
Στη «γλώσσα» των Η/Υ, στην κατάσταση ΟΝ αντιστοιχίζου-
με το ψηφίο 1 και στην κατάσταση OFF το ψηφίο 0.
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Για τη λειτουργία και την εξέλιξη των Η/Υ χρειάστηκε η δημιουργία ενός συστήματος 
αρίθμησης με τη χρήση (μόνο) των ψηφίων 0 και 1.

Γ1. Μετατροπή αριθμού από το δυαδικό στο δεκαδικό σύστημα αρίθμησης
ΠΑΡΑΔΕΙΓΜΑΤΑ

1.	 �Ο αριθμός 1011 ισούται με 1 ∙ ​2​0​ + 1 ∙ ​2​1​ + 0 ∙ ​2​2​ + 1 ∙ ​2​3​ = 1 ∙ 1 + 1 ∙ 2 + 0 ∙ 4 + 1 ∙ 8 =
	 = 1 + 2 + 0 + 8 = 11 μονάδες του δεκαδικού συστήματος αρίθμησης.
2.	� Ο αριθμός 10 ισούται με 0 ∙ ​2​0​ + 1 ∙ ​2​1​ = 0 ∙ 1 + 1 ∙ 2 = 2 μονάδες του δεκαδικού συ-

στήματος αρίθμησης.
3.	� Ο αριθμός 11 ισούται με 1 ∙ ​2​0​ +1 ∙ ​2​1​ = 1 ∙ 1 + 1 ∙ 2 = 3 μονάδες του δεκαδικού συ-

στήματος αρίθμησης.
4.	 �Ο αριθμός 100 ισούται με 0 ∙ ​2​0​ + 0 ∙ ​2​1​ + 1 ∙ ​2​2​ = 0 ∙ 1 + 0 ∙ 2 + 1 ∙ 4 = 4 μονάδες του 

δεκαδικού συστήματος αρίθμησης.
5.	� Ο αριθμός 101 ισούται με 5 μονάδες του δεκαδικού συστήματος αρίθμησης.

Γ2. Μετατροπή αριθμού από το δεκαδικό στο δυαδικό σύστημα αρίθμησης
Στην περίπτωση αυτή, κάνουμε διαδοχικές διαιρέσεις με το 2 μέχρι να βρούμε πηλίκο 0 
και γράφουμε τα υπόλοιπα των διαιρέσεων αυτών από το τελευταίο προς το πρώτο.

ΠΑΡΑΔΕΙΓΜΑΤΑ

1.	 Για τον αριθμό 13 του δεκαδικού συστήματος αρίθμησης έχουμε τις διαιρέσεις:

	

13

1 6

2

0 3

2

1 1

2

1 0

2

	 Οπότε στο δυαδικό σύστημα αρίθμησης γράφεται στη μορφή 1101.
2.	 Για τον αριθμό 18 του δεκαδικού συστήματος αρίθμησης έχουμε τις διαιρέσεις:

	

18

0 9

2

1 4

2

0 2

2

0 1

2

1 0

2

	 Οπότε στο δυαδικό σύστημα αρίθμησης γράφεται στη μορφή 10010.
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1.3 Είδη-κατηγορίες πραγματικών αριθμών

Ένας πραγματικός αριθμός x μπορεί να είναι:
Θετικός••  (x > 0)
Αρνητικός••  (x < 0)
Το μηδέν••  (x = 0)
Μη αρνητικός•• , δηλαδή μεγαλύτερος του μηδενός ή ίσος με το μηδέν (x ≥ 0).
Μη θετικός•• , δηλαδή μικρότερος του μηδενός ή ίσος με το μηδέν (x ≤ 0).

Δύο πραγματικοί αριθμοί, διαφορετικοί του μηδενός, μπορεί να είναι:
Ομόσημοι•• , όταν είναι ή και οι δύο θετικοί ή και οι δύο αρνητικοί.
Ετερόσημοι•• , όταν είναι ο ένας θετικός και ο άλλος αρνητικός.

1.4 Απόλυτη τιμή πραγματικού αριθμού

Α. Ορισμός
Απόλυτη τιμή ενός πραγματικού αριθμού x λέμε την απόστασή του από την αρχή Ο του 
άξονα των πραγματικών αριθμών και τη συμβολίζουμε με ​| x |​.

Αν ο αριθμός είναι θετικός, η απόλυτη τιμή του ισούται με τον αριθμό.••
Αν ο αριθμός είναι αρνητικός, η απόλυτη τιμή του ισούται με τον αντίθετο του ••
αριθμού.
Η απόλυτη τιμή του μηδενός ισούται με μηδέν.••

Μπορούμε ισοδύναμα να εκφράσουμε, συμβολικά, τον ορισμό ως εξής:

​| x |​ = ​{ ​−x, αν x < 0        x, αν x ≥ 0 ​ 
​
​

Β. Άμεσες συνέπειες του ορισμού
1.	 Για κάθε x∈, ​| x |​ ≥ 0.
	 Η απόλυτη τιμή κάθε αριθμού είναι αριθμός μη αρνητικός.
2.	 Για κάθε x∈, ​| −x |​ = ​| x |​.
	 Οι αντίθετοι αριθμοί έχουν ίσες απόλυτες τιμές.
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3.	 Αν για τον πραγματικό αριθμό x γνωρίζουμε ότι ισχύει η ​| x |​ = x, τότε συμπεραίνου-
με ότι ο αριθμός είναι θετικός ή το μηδέν.

4.	 Αν για τον πραγματικό αριθμό x γνωρίζουμε ότι ισχύει η ​| x |​ = −x, τότε συμπεραίνου-
με ότι ο αριθμός είναι αρνητικός ή το μηδέν.

5.	 Αν ο αριθμός θ είναι θετικός, τότε έχουμε την ισοδυναμία:
​| x |​ = θ, αν και μόνο αν x = −θ ή x = θ

ΕΡΩΤΗΣΕΙΣ ΚΑΤΑΝΟΗΣΗΣ

1. Θεωρούμε τους αριθμούς −12, ​ 13 ___ 3 ​, 0, 
−14, − ​ 5 __ 7 ​ και για κάθε ένα βρίσκουμε την 
απόλυτη τιμή του, το τετράγωνό του και 
το τετράγωνο της απόλυτης τιμής του. 
Αν ονομάσουμε x έναν οποιονδήποτε από 
τους αριθμούς αυτούς, τι συμπέρασμα προ-
κύπτει για τα αποτελέσματα που βρήκατε 
για τα ​x​2​ και |​x|​2​; 
Το συμπέρασμα αυτό ισχύει για κάθε πραγ-
ματικό αριθμό x; 
Μπορείτε να αποδείξετε τον ισχυρισμό σας;

x ​| x |​ ​x​2​ ​​| x |​​2​
−12  

​ 13 ___ 3 ​

0
−14

−​ 5 __ 7 ​

2. Να χαρακτηρίσετε ως Σωστή (Σ) ή ως 
Λανθασμένη (Λ) καθεμία από τις παρακά-
τω προτάσεις:
α. Αν ​| α |​ = 5, τότε α = −5 ή α = 5.

β. Αν ​| β |​ = ​ 1 __ 3 ​, τότε β = ​ 1 __ 3 ​.

γ. Αν ​| ω |​ = −2, τότε ω = −2 ή ω = 2.
δ. Αν ​| x |​ = 2​√

__
 2 ​, τότε x = −2​√

__
 2 ​ ή x = 2​√

__
 2 ​.

ε. Αν κ = −1​0​−1​ ή κ = 1​0​−1​, τότε ​| κ |​ = 0,1.



22

Μαθηματικά Γ΄ Γυμνασίου

1.5 Οι πράξεις στους πραγματικούς αριθμούς

Α. Η πρόσθεση

ΚΑΝΟΝΕΣ ΠΡΟΣΘΕΣΗΣ
1.	 Για να προσθέσουμε δύο αριθμούς που είναι ομόσημοι, προσθέτουμε τις απόλυτες 

τιμές τους και στο αποτέλεσμα βάζουμε το κοινό τους πρόσημο.
2.	 Για να προσθέσουμε δύο αριθμούς που είναι ετερόσημοι, παίρνουμε τις απόλυτες 

τιμές τους, αφαιρούμε τη μικρότερη απόλυτη τιμή από τη μεγαλύτερη και στο απο-
τέλεσμα βάζουμε το πρόσημο του αριθμού με τη μεγαλύτερη απόλυτη τιμή.

Το αποτέλεσμα της πρόσθεσης λέγεται •• άθροισμα.
Οι αριθμοί που προσθέτουμε λέγονται •• προσθετέοι ή όροι του αθροίσματος.

ΙΔΙΟΤΗΤΕΣ ΠΡΟΣΘΕΣΗΣ
1.	 α + β = β + α, για κάθε α, β∈			   Αντιμεταθετική
2.	 α + (β + γ) = (α + β) + γ, για κάθε α, β, γ∈		  Προσεταιριστική
3.	 α + 0 = α, για κάθε α∈				    Ουδέτερο στοιχείο
4.	 α + (−α) = 0, για κάθε α∈				    Ο αντίθετος

♦ Αντίθετοι αριθμοί
1.	 Αν για δύο πραγματικούς αριθμούς x, y γνωρίζουμε ότι x + y = 0, τότε αυτοί είναι 

αντίθετοι.
2.	 Οι αριθμοί α – β, β – α είναι αντίθετοι, αφού α – β + β – α = 0, δηλαδή β – α = −(α – β).

ΠΑΡΑΔΕΙΓΜΑΤΑ
x – 1 = −(1 – x), αφού x – 1 + 1 – x = 0

−x – y = −(x + y), αφού –x – y + x + y = 0

♦ Απόλυτη τιμή των αντίθετων αριθμών
Αφού οι αντίθετοι αριθμοί έχουν ίσες απόλυτες τιμές, είναι αληθείς οι ισότητες:

​| α − β |​ = ​| β − α |​ και ​| −α − β |​ = ​| α + β |​, για κάθε α, β∈

ΠΑΡΑΔΕΙΓΜΑ
​| 1 − x |​ = ​| x − 1 |​

♦ Το μέσον διαστήματος
Αν α ≠ β και ​| x − α |​ = ​| x − β |​, δηλαδή ο x ισαπέχει από τα α, β, τότε ο x είναι το μέ-

σον ​ 
α + β

 _____ 2  ​ του διαστήματος με άκρα τα α, β.
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Αν οι πραγματικοί αριθμοί α, β είναι μη αρνητικοί, δηλαδή α ≥ 0, β ≥ 0, και ισχύει 
α + β = 0, τότε συμπεραίνουμε ότι α = 0 και β = 0.
Έτσι, αν ισχύει η ​| α |​ + ​| β |​ = 0, τότε έχουμε α = 0 και β = 0, και αντίστροφα.

Β. Ο πολλαπλασιασμός

ΚΑΝΟΝΕΣ ΠΟΛΛΑΠΛΑΣΙΑΣΜΟΥ
1.	 Όταν πολλαπλασιάζουμε δύο ομόσημους αριθμούς, πολλαπλασιάζουμε τις απόλυ-

τες τιμές τους και στο αποτέλεσμα βάζουμε θετικό πρόσημο.
2.	 Όταν πολλαπλασιάζουμε δύο ετερόσημους αριθμούς, πολλαπλασιάζουμε τις από-

λυτες τιμές τους και στο αποτέλεσμα βάζουμε αρνητικό πρόσημο.

Το αποτέλεσμα του πολλαπλασιασμού λέγεται •• γινόμενο.
Οι αριθμοί που πολλαπλασιάζουμε λέγονται •• παράγοντες του γινομένου. 

3.	 Όταν σε ένα γινόμενο οι παράγοντες είναι περισσότεροι των δύο, πολλαπλασιά-
ζουμε τις απόλυτες τιμές τους και στο γινόμενο βάζουμε:

	 • Το πρόσημο + αν το πλήθος των αρνητικών παραγόντων είναι άρτιο.
	 • Το πρόσημο − αν το πλήθος των αρνητικών παραγόντων είναι περιττό.

ΙΔΙΟΤΗΤΕΣ ΠΟΛΛΑΠΛΑΣΙΑΣΜΟΥ
1.	 αβ = βα, για κάθε α, β∈				    Αντιμεταθετική
2.	 α (βγ) = (αβ)γ, για κάθε α, β, γ∈			   Προσεταιριστική
3.	 α ∙ 1 = α, για κάθε α∈				    Ουδέτερο στοιχείο
4.	 α ∙ ​ 1 __ α ​ = 1, για κάθε α∈*				    Ο αντίστροφος

Το σύμβολο επί « ∙ » του πολλαπλασιασμού εμφανίζεται όταν οι παράγοντες είναι 
αριθμοί και όχι γράμματα που εκφράζουν αριθμούς ή όταν θέλουμε να δώσουμε 
έμφαση στην πράξη.

ΑΛΛΕΣ ΙΔΙΟΤΗΤΕΣ ΠΟΛΛΑΠΛΑΣΙΑΣΜΟΥ 
1.	 α ∙ 0 = 0, για κάθε α∈.	
2.	 Αν αβ = 0, τότε α = 0 ή β = 0, και αντίστροφα,
	 Αν α = 0 ή β = 0, τότε αβ = 0.
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3.	 Αν αβ ≠ 0, τότε α ≠ 0 και β ≠ 0, και αντίστροφα.
4.	 Οι αριθμοί α, β είναι αντίστροφοι, αν και μόνο αν αβ = 1.

5.	 Αν xy ≠ 0, τότε οι αριθμοί ​ x __ y ​ και ​ 
y
 __ x ​ είναι αντίστροφοι, αφού:

​ x __ y ​ ∙ ​ 
y
 __ x ​ = ​ 

x ∙ y
 ____ y ∙ x ​ = 1

6.	 Οι αριθμοί α, β είναι ομόσημοι, αν και μόνο αν αβ > 0.
7.	 Οι αριθμοί α, β είναι ετερόσημοι, αν και μόνο αν αβ < 0.

♦ �Επιμεριστική ιδιότητα του πολλαπλασιασμού ως προς την πρόσθεση και την 
αφαίρεση

α. «Απλή» επιμεριστική
ΠΑΡΑΔΕΙΓΜΑΤΑ

1.	 Για τους αριθμούς α = 2, β = 3, γ = 7 έχουμε αβ = 6, αγ = 14, β + γ = 10 και α(β + γ ) = 20, 
αβ + αγ = 20, οπότε ισχύει α (β + γ) = αβ + αγ.

2.	 Για τους αριθμούς x = 3, y = 5, z = 4 έχουμε xz = 12, yz = 20, x – y = −2 και 
(x – y)z = −2 ∙ 4 = −8, xz – yz =12 −20 = −8, οπότε ισχύει (x – y)z = xz – yz.

Γενικά, για οποιουσδήποτε πραγματικούς αριθμούς x, y, z ισχύουν οι:
x (y + z) = xy + xz
(x + y)z = xz + yz
x(y – z) = xy − xz
(x – y)z = xz − yz

β. «Διπλή» επιμεριστική
ΠΑΡΑΔΕΙΓΜΑΤΑ

1.	 Για τους αριθμούς α = 3, β =11, γ = ​ 2 __ 3 ​, δ = −1 έχουμε:

	 α + β = 14, γ + δ = ​ 2 __ 3 ​ + (−1) = ​ 2 __ 3 ​ − ​ 3 __ 3 ​ = − ​ 1 __ 3 ​
	 Οπότε:
	 (α + β) (γ + δ) = 14 ​( − ​ 1 __ 3 ​ )​ = − ​ 14 ___ 3 ​	 (1)

α(γ + δ) + β(γ + δ) = αγ + αδ + βγ + βδ =

= 3 ∙ ​ 2 __ 3 ​ + 3 ∙ (−1) + 11 ∙ ​ 2 __ 3 ​ + 11 ∙ (−1) = 2 − 3 + ​ 22 ___ 3 ​ − 11 =

	 = −12 + ​ 22 ___ 3 ​ = − ​ 12 ___ 1 ​ + ​ 22 ___ 3 ​
3 1

 = −​ 36 ___ 3 ​ + ​ 22 ___ 3 ​ = − ​ 14 ___ 3 ​	 (2)

	 Από τις (1), (2) προκύπτει ότι:

(α + β) (γ + δ) = α (γ + δ) + β (γ + δ) = αγ + αδ + βγ + βδ




