
Φίλη μαθήτρια, φίλε μαθητή,
Το βιβλίο αυτό απευθύνεται στους μαθητές της Β΄ Λυκείου που θέλουν 
ένα μεθοδικό και πλήρες βοήθημα στη Γεωμετρία. Σκοπός του είναι να 
βοηθήσει τους μαθητές στην καθημερινή τους μελέτη, ώστε να ανταπο-
κρίνονται με απόλυτη επιτυχία στις απαιτήσεις του σχολείου ή των εξε-
τάσεων και συγχρόνως να προσφέρει γερές γεωμετρικές βάσεις σε όλους 
εκείνους που έχουν υψηλούς στόχους.

Περιέχει:

♦	 Τη βασική θεωρία με τις αποδείξεις των θεωρημάτων, καθώς και σχό-
λια ή διευκρινίσεις, όπου αυτό κρίνεται σκόπιμο.

♦	 Μεθόδους και τεχνικές για τη λύση των ασκήσεων, όπου κάτι τέ-
τοιο είναι εφικτό.

♦	 Πολλές υποδειγματικά λυμένες ασκήσεις, κλιμακούμενης δυσκο-
λίας, καθώς και θέματα με απαιτήσεις.

♦	 Ασκήσεις για εξάσκηση και προτεινόμενα θέματα σε κάθε ενότητα.

♦	 Ερωτήσεις κατανόησης που αφορούν τη θεωρία και τις άμεσες συ-
νέπειές της.

♦	 Τις απαντήσεις και τις υποδείξεις σε όλα τα προτεινόμενα θέματα.

Πιστεύουμε ότι η ποιότητα, το πλήθος και η διάταξη των θεμάτων, σε 
συνδυασμό με τα σχόλια και τις αναγκαίες μεθοδεύσεις, θα καταστήσουν 
το παρόν βιβλίο ένα χρήσιμο καθημερινό εργαλείο γνώσης και μελέτης 
για κάθε μαθητή.

Θέλουμε από τη θέση αυτή να ευχαριστήσουμε τους συναδέλφους Δη-
μήτρη Τσάκο και Πολυτίμη Δελημιχάλη για την επιμέλεια του βιβλίου, 
καθώς και τον συνάδελφο Ηλία Μιχαλίτση που έκανε με πολύ φροντί-
δα τη σελιδοποίηση.
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Ενότητα 1
	 Εγγεγραμμένη γωνία

Βασική θεωρία και εφαρμογές

1. Εγγεγραμμένη - Επίκεντρη γωνία

Ορισμός

♦	 Μια γωνία λέγεται εγγεγραμμένη, όταν η κορυφή 
της είναι σημείο ενός κύκλου και οι πλευρές της 
τέμνουν τον κύκλο.

	 Το τόξο AB
!

 που περιέχεται στην εγγεγραμμένη 
γωνία λέγεται αντίστοιχο τόξο ή λέμε ότι η εγγε-
γραμμένη γωνία βαίνει στο τόξο AB

!

.

♦	 Μια γωνία λέγεται επίκεντρη, όταν η κορυφή της 
είναι το κέντρο ενός κύκλου.

	 Όμοια, το τόξο AB
!

 λέγεται αντίστοιχο τόξο της 
επίκεντρης γωνίας.

Θεώρημα

Κάθε εγγεγραμμένη γωνία ισούται με το μισό της 
αντίστοιχης επίκεντρης γωνίας.

Απόδειξη
Έστω  (Ο, R)  κύκλος και Gt  μια εγγεγραμμένη γωνία, 
που βαίνει στο τόξο .AB

!

 Θα αποδείξουμε ότι:

2AOB G= t%

Έστω ότι το κέντρο Ο του κύκλου βρίσκεται στο εσω-
τερικό της γωνίας .AGB

%  Προεκτείνουμε τη ΓΟ.
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♦	 Το τρίγωνο ΟΑΓ είναι ισοσκελές, οπότε  .xOAG OGA= =
% %   Στο τρίγωνο αυτό η 

γωνία DOA
%  είναι εξωτερική, οπότε:

x x x2DOA OAG OGA= + = + =
% % %

♦	 Όμοια, στο ισοσκελές τρίγωνο ΟΒΓ, με  ,yOBG OGB= =
% %   για την εξωτερική 

γωνία DOB
%  ισχύει:

2y y yDOB OBG OGB= + = + =
% % %

	 Είναι οπότε:

2 2 2( ) 2AOB x y x yAOD DOB G= + = + = + = t% % %

Αν το Ο είναι σημείο πλευράς της γωνίας AGB
%  ή εξωτερικό της γωνίας AGB

%  εργα-
ζόμαστε ανάλογα.

Πορίσματα

α)	 Το μέτρο μιας εγγεγραμμένης γωνίας ισούται με το μισό του μέτρου του αντί-
στοιχου τόξου της.
β)	 Κάθε εγγεγραμμένη γωνία που βαίνει σε ημικύκλιο είναι ορθή.
γ)	 Οι εγγεγραμμένες γωνίες που βαίνουν στο ίδιο τόξο ή σε ίσα τόξα του ίδιου 
κύκλου ή ίσων κύκλων είναι ίσες και αντίστροφα.

Εφαρμογή 1.1
Δύο κύκλοι τέμνονται στα σημεία Α και Β. Φέρνουμε τις διαμέτρους ΑΓ και 
ΑΔ των δύο κύκλων. Να αποδειχθεί ότι τα σημεία Γ, Β, Δ βρίσκονται στην ίδια 
ευθεία.

Λύση
Φέρνουμε την κοινή χορδή ΑΒ. Για να είναι τα σημεία Γ, 
Β, Δ συνευθειακά, αρκεί να αποδείξουμε ότι η γωνία GBD

%  
είναι ευθεία, δηλαδή:

180GBD "=
%

♦	 Επειδή η ΑΓ είναι διάμετρος και η εγγεγραμμένη γω-
νία ABG

%  βαίνει σε ημικύκλιο, είναι:

90ABG "=
%

♦	 Επειδή η ΑΔ είναι διάμετρος και η γωνία ABD
%  είναι εγγεγραμμένη που βαίνει σε 

ημικύκλιο, έχουμε:
90ABD "=

%
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Επομένως:
90 90 180GBD GBA ABD " " "= + = + =

% % %

Άρα τα σημεία Γ, Β, Δ είναι συνευθειακά.

2. Γωνία χορδής και εφαπτομένης

Ορισμός
Αν η κορυφή μιας γωνίας είναι σημείο ενός κύκλου, η 
μία πλευρά της τέμνει τον κύκλο και η άλλη είναι εφα-
πτομένη του κύκλου, τότε η γωνία λέγεται γωνία χορ-
δής και εφαπτομένης.
Στο διπλανό σχήμα, η γωνία ABG

%  είναι γωνία χορδής 
και εφαπτομένης, διότι η ΑΒ είναι χορδή και η ΒΓ εί-
ναι εφαπτομένη του κύκλου.

Θεώρημα

Η γωνία που σχηματίζεται από μία χορδή κύκλου και την εφαπτομένη στο άκρο 
της χορδής, ισούται με την εγγεγραμμένη που βαίνει στο τόξο της χορδής αυτής.

Απόδειξη
Θεωρούμε την οξεία γωνία BAD

% , που είναι γωνία χορ-
δής και εφαπτομένης, και την εγγεγραμμένη γωνία Gt , 
που αντιστοιχεί στο τόξο .AB

!

 Θα αποδείξουμε ότι  
,G BAD=t %   δηλαδή ότι φ = ω.  Φέρνουμε το απόστη-

μα ΟΜ, δηλαδή  ΟΜ = ΑΒ.

♦	 Η γωνία AOB%  είναι η αντίστοιχη επίκεντρη της 
γωνίας ,Gt  οπότε:

AOB2
1G =t %         (1)

♦	 Στο ισοσκελές τρίγωνο ΟΑΒ το ΟΜ είναι ύψος, 
άρα και διχοτόμος, οπότε:

MOA MOB AOB2
1= =

% % %         (2)

♦	 Οι γωνίες AOMBAD kai
% %  είναι οξείες και έχουν τις πλευρές τους κάθετες. Άρα 

είναι ίσες, δηλαδή:

AOM AOB2
1BAD G= == ==

( )2 ( )1 t% % %
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Αν η γωνία BAD
%  είναι αμβλεία, όπως φαίνεται στο δι-

πλανό σχήμα, όμοια αποδεικνύεται ότι  φ = ω.

Εφαρμογή 1.2
Δίνεται κύκλος, σημείο Ρ στο εξωτερικό του, το εφαπτόμενο τμήμα ΡΑ και μια 
τέμνουσα ΡΒΓ του κύκλου. Η διχοτόμος της γωνίας BAG

%  τέμνει τη ΒΓ στο Δ. 
Να αποδειχθεί ότι:

α)	 G BAR=t
% 					     β)	 RDA G DAB= +t

% % 					    γ)	 ΡΑ = ΡΔ

Λύση

α)	 Η γωνία BAR
%  είναι γωνία χορδής και εφαπτομένης, 

ενώ η Gt  είναι εγγεγραμμένη που βαίνει στο αντίστοιχο 
τόξο. Άρα  .G BAR f= =t %

β)	 Στο τρίγωνο ΑΔΓ η γωνία RDA
%  είναι εξωτερική. Έτσι:

RDA DAG DGA DAB G= + = + t% % % %

διότι  ,DAG DAB=
% %   καθόσον η ΑΔ είναι διχοτόμος της 

γωνίας .BAG
%

γ)	 Παρατηρούμε ότι, με βάση τις αναγραφόμενες στο σχήμα γωνίες, είναι:

,RDA G DAB f v RAD RAB BAD f v= + = + = + = +t% % % % %

Επομένως  ,RDA RAD=
% %   οπότε το τρίγωνο ΡΑΔ είναι ισοσκελές. Άρα  ΡΑ = ΡΔ.

Εφαρμογή 1.3
Δίνεται κύκλος  (Ο, R),  μια διάμετρος ΑΒ, σημείο Γ στην προέκταση της ΑΒ, 
ώστε  ΒΓ = R  και το εφαπτόμενο τμήμα ΓΔ προς τον κύκλο. Να αποδειχθεί ότι:
α)	 30G "=t ,
β)	 το τρίγωνο ΔΟΒ είναι ισόπλευρο,
γ)	 ΔΑ = ΔΓ.

Λύση
α)	 Φέρνουμε τις ΟΔ, ΔΒ. Είναι  ΟΔ = ΓΔ,  διότι η ακτίνα στο σημείο επαφής είναι κά-
θετη στην εφαπτομένη.
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Επειδή  ΟΓ = 2R = 2ΟΔ,  δηλαδή  ,2OD OG=   από το 

ορθογώνιο τρίγωνο ΟΔΓ συμπεραίνουμε ότι  30 .G "=t

β)	 Στο ορθογώνιο τρίγωνο ΔΟΓ, η ΔΒ είναι διάμεσος. Άρα:

R2DB OG= =

Επειδή λοιπόν  ΟΔ = ΟΒ = ΔΒ = R,  το τρίγωνο ΔΟΒ είναι ισόπλευρο.

γ)	 Επειδή  ΒΔ = ΒΓ = R,  το τρίγωνο ΒΔΓ είναι ισοσκελές. Άρα:

30BDG G "= =t%

Είναι όμως  30A BDG "= =t % ,  διότι η γωνία BDG
%  είναι γωνία χορδής και εφαπτομένης 

και η At  εγγεγραμμένη που βαίνει στο τόξο .BD
!

Επειδή  30 ,A G "= =t t   το τρίγωνο ΔΑΓ είναι ισοσκελές, οπότε  ΔΑ = ΔΓ.

Άλλος τρόπος
Αφού το τρίγωνο ΔΟΒ είναι ισόπλευρο, είναι  60 .DOB "=

%   Έτσι:

60 302 2OAD ODA DOB " "= = = =
% % %

διότι η DOB
%  είναι εξωτερική στο ισοσκελές τρίγωνο ΟΑΔ.

Άρα  30A G "= =t t   και έτσι το ΔΑΓ είναι ισοσκελές. Επομένως  ΔΑ = ΔΓ.

3. Γωνία τεμνόμενων χορδών

Α.	 Αν δύο χορδές ΑΒ και ΓΔ ενός κύκλου τέμνονται σε σημείο Σ εσωτερικό του 
κύκλου, τότε:

2ASG AG BD
= +
! !

%

Απόδειξη
Φέρνουμε τη ΒΓ. Τότε:

x y 2 2 2ASG G B BD AG AG BD
= + = + = + = +t t

! ! ! !
%

διότι το μέτρο μιας εγγεγραμμένης γωνίας (για παρά-
δειγμα της x) ισούται με το μισό του μέτρου του αντί-
στοιχου τόξου (του DB

!).
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Β.	 Αν οι προεκτάσεις δύο χορδών ΑΒ, ΓΔ ενός κύκλου τέμνονται σε σημείο Σ, τότε:

2ASG AG BD= -
!!

%

όπου  .AG BD>
! !

Απόδειξη
Φέρνουμε τη ΒΓ. Στο τρίγωνο ΒΓΣ η γωνία x είναι εξω-
τερική. Είναι τότε  x = φ + y, δηλαδή  φ = x - y,  
οπότε:

x y 2 2 2f AG BD AG BD= - = - = -
! ! !!

Γ.	 Αν οι χορδές ΑΒ, ΓΔ ενός κύκλου είναι παράλληλες, τότε τα περιεχόμενα τόξα 
είναι ίσα και αντίστροφα.

Απόδειξη

Έστω ότι  ΑΒ // ΓΔ.  Θα αποδείξουμε ότι  .AG BD=
! !

  
Πραγματικά, επειδή  ΑΒ // ΓΔ,  είναι  x = y.  Άρα:

BD AG=
! !

Αντίστροφα, αν  ,BD AG=
! !

  τότε  x = y,  οπότε οι 
εντός και εναλλάξ γωνίες που σχηματίζονται από τις 
ΑΒ, ΔΓ είναι ίσες. Επομένως  ΑΒ // ΔΓ.

Εφαρμογή 1.4
Ένα τετράπλευρο ΑΒΓΔ έχει τις κορυφές του σε έναν κύκλο. Αν Κ, Λ, Μ, Ν είναι 
τα μέσα των τόξων ΑΒ, ΒΓ, ΓΔ, ΔΑ αντίστοιχα, να αποδειχθεί ότι  ΚΜ = ΛΝ.

Λύση
Θέτουμε για ευκολία:

,AK KB a BL LG b= = = =
!! ! !

NAGM MD g kai DN d= = = =
!! !!

Έχουμε:

360AB BG GD DA " ,+ + + =
! ! ! !

,  2α + 2β + 2γ + 2δ = 360°  ,
,  α + β + γ + δ = 180°        (1)
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Σύμφωνα με όσα έχουμε αναφέρει στο προηγούμενο σχόλιο, είναι:
( ) ( ) 902 2 2

180KSL KBL MDN a b g d " "= + =
+ + +

== =
( )1

!!
%

Άρα οι χορδές ΚΜ, ΛΝ τέμνονται κάθετα, δηλαδή  ΚΜ = ΛΝ.

Λυμένες ασκήσεις

1.5  Δίνεται κύκλος  (Ο, R),  μια διάμετρος ΑΒ και μια χορδή ΒΓ, που σχηματί-
ζει γωνία 30° με τη ΒΑ. Στο μέσο Μ του ΟΒ φέρνουμε τη χορδή  ΔΕ = ΑΒ.  Να 
αποδειχθεί ότι  ΒΓ = ΔΕ.

Λύση
Για να είναι δύο χορδές του ίδιου κύκλου ή ίσων κύκλων 
ίσες, αρκεί να έχουν ίσα αποστήματα.

Φέρνουμε  ΟΝ = ΒΓ.  Επειδή  30 ,ABG "=
%   θα είναι:

ON OB R OM2 2= = =

Παρατηρούμε λοιπόν ότι οι χορδές ΒΓ και ΔΕ αντιστοι-
χούν στα ίσα αποστήματα ΟΝ και ΟΜ. Άρα ισχύει:

ΒΓ = ΔΕ

1.6  Έστω ΑΒ και ΑΓ τα εφαπτόμενα τμήματα προς έναν κύκλο με κέντρο Ο 
και Δ το αντιδιαμετρικό του Γ. Να αποδειχθεί ότι  ΒΔ // ΑΟ.

Λύση
Φέρνουμε τη ΒΓ, που τέμνει την ΑΟ στο Μ. Το σημείο Μ 
είναι μέσο του ΒΓ, οπότε από το τρίγωνο ΓΒΔ παίρνουμε 
ότι  ΜΟ // ΒΔ.  Έτσι  ΑΟ // ΒΔ.
Άλλος τρόπος
Φέρνουμε την ΟΒ. Τότε για την εγγεγραμμένη γωνία Dt  
ισχύει:

2
1D BOG AOG= =t % %

Άρα είναι  ΒΔ // ΟΑ.

1.7  Από ένα εξωτερικό σημείο Α ενός κύκλου φέρνουμε το εφαπτόμενο τμήμα 
ΑΒ και μια τέμνουσα ΑΓΔ. Στην ΑΔ παίρνουμε τμήμα  ΑΕ = ΑΒ.  Να αποδει-
χθεί ότι η ΒΕ διχοτομεί τη γωνία .GBD

%

Λύση
Επειδή  ΑΒ = ΑΕ  (δες το επόμενο σχήμα), θα είναι:



16  εγγεγραμμενη γωνια

ABE AEB yf= = +
% %         (1)

όπου  .yf ABG kai GBE= =
% %

Επίσης ισχύει:
D GBA f= =t %

διότι η Dt  είναι εγγεγραμμένη και η γωνία GBA
%  σχηματί-

ζεται από χορδή και εφαπτομένη.

Στο τρίγωνο ΒΕΔ η γωνία BEA%  είναι εξωτερική, οπότε 
ισχύει:

BEA x y x y xf f f'( ,= + + = + =
( )1%

Άρα η ΒΕ είναι διχοτόμος της γωνίας .GBD
%

1.8  Δύο κύκλοι εφάπτονται εξωτερικά στο σημείο Α. Δύο ευθείες που διέρχο-
νται από το Α τέμνουν τον έναν κύκλο στα Β, Γ και τον άλλο στα Δ, Ε αντίστοιχα. 
Να αποδειχθεί ότι  ΒΓ // ΔΕ.

Λύση
Για να είναι  ΒΓ // ΔΕ,  αρκεί να αποδείξουμε ότι  ,EG =t t   
δηλαδή ότι  x = y.  Φέρνουμε την κοινή εφαπτομένη (ε) 
των δύο κύκλων. Τότε έχουμε:
♦	 x = φ,  διότι η φ είναι γωνία χορδής και εφαπτομένης 

και η x είναι εγγεγραμμένη που βαίνει στο αντίστοιχο 
τόξο,

♦	 y = ω,  για τον ίδιο λόγο.
Όμως  φ = ω,  ως κατακορυφήν γωνίες. Επομένως προκύπτει  x = y,  σχέση που εξα-
σφαλίζει ότι  ΒΓ // ΔΕ.

Πρόβλημα … με τον διαβήτη!
Κατά τη λύση ενός προβλήματος οι μαθητές της τάξης 
έπρεπε να κατασκευάσουν στο διπλανό σχήμα με από-
λυτη ακρίβεια την κάθετη από το Α προς την ευθεία (ε).
-	 «Κύριε ξεχάσαμε να φέρουμε διαβήτη», είπαν με-

ρικοί μαθητές.
-	 «Ε, τότε να χρησιμοποιήσετε μόνο τον χάρακά σας!!!», 

είπε ο καθηγητής.
Πώς θα φέρετε εσείς κάθετη από το Α προς την (ε) μόνο με τον χάρακα;
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Απάντηση
Φέρνουμε τις ΑΒ, ΑΕ και στη συνέχεια τις ΔΓ, ΒΕ, που 
τέμνονται στο Σ. Θα είναι τότε  ΑΣ = ε.  Πραγματικά, 
στο τρίγωνο ΑΒΣ τα τμήματα ΑΕ και ΣΔ είναι ύψη, 
αφού:

90ED "= =t t

Το Γ είναι λοιπόν ορθόκεντρο του τριγώνου, οπότε θα 
ισχύει και  ΒΓ = ΑΣ!!!

1.9  Δύο κύκλοι εφάπτονται εσωτερικά στο σημείο Α. Μια χορδή ΒΓ του μεγά-
λου κύκλου εφάπτεται με τον μικρό κύκλο στο σημείο Δ. Να αποδειχθεί ότι:

DAB DAG=
% %

Λύση
Έστω ότι κοινή εφαπτομένη στο Α τέμνει την ευθεία ΒΓ 
στο Ε. Είναι τότε:

♦	 ,BAEG f= =t %   διότι η BAE%  είναι γωνία χορδής 
και εφαπτομένης και η Gt  εγγεγραμμένη που βαίνει 
στο τόξο .AB

!

♦	 ,yADE DAG DGA f= + = +
% % %   ως εξωτερική στο τρί-

γωνο ΔΑΓ.
♦	 ΕΑ = ΕΔ,  ως εφαπτόμενα τμήματα από το Ε προς τον μικρό κύκλο.
Επομένως στο ισοσκελές τρίγωνο ΕΑΔ είναι:

y x x yEDA EAD f f, ,= + = + =
% %

Άρα οι γωνίες ,DAB DAG
% %  είναι ίσες, δηλαδή  .DAB DAG=

% %

Να σημειώσουμε ότι αν η κοινή εφαπτομένη στο Α είναι παράλληλη στη ΒΓ, τότε το Α 
είναι μέσο του ,BG

!
 το Δ είναι μέσο του ΒΓ και έτσι η ΑΔ είναι διχοτόμος του ισοσκελούς 

τριγώνου ΑΒΓ (ως διάμεσος).

1.10  Δύο ίσοι κύκλοι C1 και C2 εφάπτονται εσωτερικά σε έναν τρίτο κύκλο C, 
όχι όμως και μεταξύ τους. Έστω Α και Β τα σημεία επαφής των C1 και C2 με τον 
C αντίστοιχα και Γ ένα τυχαίο σημείο του κύκλου C. Οι ΓΑ και ΓΒ τέμνουν τους 
C1 και C2 στα σημεία Δ και Ε αντίστοιχα. Να αποδειχθεί ότι  ΔΕ // ΑΒ.

Λύση

Φέρνουμε τις εφαπτομένες (ε1), (ε2) του C στα σημεία Α, Β (δες το επόμενο σχήμα). Τότε 
αν Ζ, Η είναι τα σημεία που η ΑΒ τέμνει τους κύκλους C1

 , C2 αντίστοιχα, έχουμε:
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♦	 AD f= =t t 				    ♦	 AG f= =t t

Επομένως  ,D G f= =t t   δηλαδή  ΔΖ // ΒΕ.
Όμοια είναι  ΕΗ // ΑΔ,  οπότε  .A H1 1=t t

Τα τμήματα ΔΖ, ΕΒ είναι χορδές ίσων κύκλων στις οποίες 
αντιστοιχούν ίσες εγγεγραμμένες γωνίες. Άρα  ΔΖ = ΒΕ.  
Επειδή είναι ακόμα  ΔΖ // ΒΕ,  το ΔΕΒΖ είναι παραλλη-
λόγραμμο. Άρα ισχύει και  ΔΕ // ΑΒ.

1.11  Δύο κύκλοι τέμνονται στα σημεία Α και Β. Μια ευθεία διέρχεται από το Α 
και τέμνει τους κύκλους στα σημεία Γ και Δ. Έστω Μ το μέσο του ΓΔ. Η ευθεία 
ΒΜ τέμνει τους κύκλους στα σημεία Ε και Ζ. Να αποδειχθεί ότι  ΜΕ = ΜΖ.

Λύση
Φέρνουμε τις ΓΖ, ΑΒ και ΕΔ. Θα αποδεί-
ξουμε ότι τα τρίγωνα ΓΜΖ και ΕΜΔ είναι 
ίσα. Είναι:

♦	 ,ZBA xG = =t %   διότι είναι εγγεγραμμέ-
νες και βαίνουν στο τόξο .ZA

!

♦	 ,EBA xD= =t%   διότι είναι εγγεγραμμέ-
νες και βαίνουν στο τόξο .AE

!

Επομένως ισχύει .xG D= =t t   Είναι ακόμα  ,M M1 2=t t   ως κατακορυφήν γωνίες. Τα 
τρίγωνα ΓΜΖ και ΕΜΔ έχουν  ΓΜ = ΜΔ,  .M M kai G D1 2= =t t t t   Άρα είναι ίσα.
Επομένως  ΜΖ = ΜΕ.

Ασκήσεις για λύση

Α.  Υπολογιστικές - Βασικές ασκήσεις

1.12  Στο διπλανό 
σχήμα να βρείτε τη 
γωνία φ.

1.13  Στο διπλανό 
σχήμα είναι:

30BG "=
!

και
90DE "=

!

Να βρείτε τη γωνία .At

Οι απαντήσεις βρίσκονται στο τέλος του βιβλίου.
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1.14  Στο διπλανό 
σχήμα να βρείτε το 
μέτρο του τόξου .BD

!

1.15  Στο διπλανό 
σχήμα να βρείτε τη 
γωνία φ.

1.16  Σε καθένα από τα παρακάτω σχήματα να βρείτε 
τα x, y.

1.17  Ένας κύκλος 
έχει διάμετρο την 
ακτίνα ΟΑ ενός άλ-
λου κύκλου. Αν ΑΒ 
είναι τυχαία χορδή 
του  μεγάλου κύ -
κλου, να αποδείξετε 
ότι η χορδή αυτή δι-
χοτομείται από τον 
μικρό κύκλο.

1.18  Στο διπλανό 
σχήμα είναι  ΑΒ = ΑΓ  
και η ΑΓ εφάπτεται 
στον κύκλο. Να απο-
δείξετε ότι:

2AB AD=
! !

1.19  Σε καθένα από τα παρακάτω σχήματα να απο-
δείξετε ότι οι γωνίες x και y είναι ίσες.

1.20  Δύο χορδές ΑΔ και ΒΓ ενός κύκλου είναι κάθε-
τες στη χορδή ΑΒ. Να αποδείξετε ότι:
α)	 ΓΔ // ΑΒ					     β)	 90G D "= =t t

1.21  Στο διπλανό 
σχήμα η ΓΑ εφάπτε-
ται του κύκλου και 
ισχύει  ΑΓ =  ΑΒ.  
Να αποδείξετε ότι:

ΔΑ = ΔΓ

1.22  Δίνεται τρίγωνο ΑΒΓ εγγεγραμμένο σε κύκλο 
με κέντρο Ο. Έστω Η το ορθόκεντρό του και Δ το 
αντιδιαμετρικό σημείο του Α. Να αποδείξετε ότι:

ΓΗ // ΒΔ

1.23  Στο διπλανό 
σχήμα είναι:

AG BD=
! !

και η ΕΑ εφάπτεται 
του κύκλου.
Να αποδείξετε ότι 
x = y,  δηλαδή ότι:

EAZ BED=
% %

1.24  Δίνεται κύκλος με κέντρο Ο, μια διάμετρος ΑΒ, 
μια χορδή ΑΓ και η εφαπτομένη (ε) του κύκλου στο 
σημείο Β. Η διχοτόμος της γωνίας GAB

%  τέμνει τη ΒΓ 
στο Ζ, τον κύκλο στο Η και την εφαπτομένη (ε) στο 
σημείο Δ. Να αποδείξετε ότι:
α)	 ΒΔ = ΒΖ					     β)	 ΗΖ = ΗΔ
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Β.  Εγγεγραμμένες γωνίες

1.25  Στο διπλανό 
σχήμα η ΑΒ είναι 
διάμετρος και το Σ 
είναι τυχαίο σημείο. 
Αν οι ΑΓ και ΒΔ τέ-
μνονται στο Η, να 
αποδείξετε ότι:

ΣΗ = ΑΒ

1.26  Δίνεται τρίγωνο ΑΒΓ εγγεγραμμένο σε κύκλο  
(Ο, R), το ύψος του ΑΔ και η διάμετρος ΑΟΗ. Να απο-
δείξετε ότι:

BAD GAH=
% %

1.27  Στο διπλανό 
σχήμα η ΑΒ είναι 
διάμετρος, το Μ εί-
ναι μέσο της ακτί-
νας ΟΒ και ισχύει  
ΓΔ = ΑΒ.  Να απο-
δείξετε ότι το τρίγω-
νο ΑΓΔ είναι ισό-
πλευρο.

1.28  Οι πλευρές μιας εγγεγραμμένης γωνίας με κο-
ρυφή Α τέμνουν έναν κύκλο στα σημεία Β και Γ. Η 
διχοτόμος της γωνίας At  τέμνει τον κύκλο στο Δ. Αν η 
χορδή ΔΕ είναι παράλληλη στην ΑΒ, να αποδείξετε 
ότι  ΔΕ = ΑΓ.

1.29  Στο διπλανό 
σχήμα το τρίγωνο 
Α Β Γ  ε ί ν α ι  ε γ γε -
γραμμένο σε κύκλο. 
Αν ισχύει  ΒΔ // ΑΓ  
και  ΓΕ // ΑΒ,  να απο-
δείξετε ότι:
α)	 ,AEAD =
! !

β)	 ε // ΔΕ,  όπου (ε) 
είναι η εφαπτομένη 
του κύκλου στο Α.

1.30  Σε έναν κύκλο είναι εγγεγραμμένο ένα τρίγωνο 
ΑΒΓ, με  ΑΒ < ΑΓ.  Αν Ε είναι το αντιδιαμετρικό ση-
μείο του Α και  ΑΔ = ΒΓ,  να αποδείξετε ότι οι γωνίες 
A kai DAEt %  έχουν την ίδια διχοτόμο.

1.31  Από τα άκρα Α και Β μιας διαμέτρου ΑΒ ενός 
κύκλου φέρνουμε δύο παράλληλες χορδές ΑΓ και ΒΔ. 
Να αποδείξετε ότι:
α)	 ΑΓ = ΒΔ,
β)	 η ΓΔ είναι διάμετρος του κύκλου.

1.32  Δίνεται τρίγωνο ΑΒΓ εγγεγραμμένο σε κύκλο. 
Από το μέσο Μ του τόξου BG

!

 φέρνουμε χορδή  ΜΝ // ΑΓ.  
Να αποδείξετε ότι  ΜΝ = ΑΒ.

1.33  Δίνεται οξυγώνιο τρίγωνο ΑΒΓ εγγεγραμμένο 
σε κύκλο με κέντρο Ο και η χορδή ΒΔ του κύκλου, 
που είναι κάθετη στη ΒΓ. Αν Η είναι το ορθόκεντρο 
του τριγώνου ΑΒΓ, να αποδείξετε ότι:
α)	 ΔΒ = ΑΗ,
β)	 ΑΗ = 2ΟΜ,  όπου Μ είναι το μέσο της ΒΓ.

Γ.  Γωνία χορδής και εφαπτομένης

1.34  Δίνεται κύκλος με κέντρο Ο, μια διάμετρος ΑΒ 
και μια χορδή ΑΓ τέτοια, ώστε 30 .GAB "=

%  Η εφα-
πτομένη του κύκλου στο Γ τέμνει την προέκταση της 
ΑΒ στο σημείο Δ. Να αποδείξετε ότι:

ΓΑ = ΓΔ

1.35  Δύο κύκλοι εφάπτονται εξωτερικά στο σημείο 
Α. Μια τυχαία τέμνουσα, που διέρχεται από το Α, τέ-
μνει τους κύκλους στα σημεία Β και Γ. Να αποδείξετε 
ότι οι εφαπτομένες (ε) και (η) των κύκλων στα Β και Γ 
είναι παράλληλες, δηλαδή ότι  ε // η.
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Συμπληρωματικές ασκήσεις

1.41  Στο διπλανό 
σχήμα είναι:

120AB "=
!

και οι εφαπτομένες 
του κύκλου στα ση-
μεία Α και Β τέμνο-
νται στο σημείο Γ.
Για το τυχαίο σημείο Μ του κύκλου, να αποδείξετε 
ότι:
α)	 το τρίγωνο ΓΑΒ είναι ισόπλευρο,
β)	 ΑΔ = ΒΕ.

1.42  Δίνεται κύκλος με κέντρο Ο, δύο κάθετες χορ-
δές του ΑΒ και ΓΔ, που τέμνονται στο Ε, και τα μέσα 
Μ και Ν των ΑΔ και ΒΓ αντίστοιχα. Να αποδείξετε 
ότι:
α)	 ΕΝ = ΑΔ,
β)	 το ΟΝΕΜ είναι παραλληλόγραμμο.

1.43  Έστω ΑΒ και ΓΔ δύο κάθετες χορδές ενός κύ-
κλου με κέντρο Ο. Αν Ε είναι το αντιδιαμετρικό ση-
μείο του Γ, να αποδείξετε ότι  ΒΔ = ΑΕ.

1.44  Ένα τρίγωνο ΑΒΓ είναι εγγεγραμμένο σε κύ-
κλο. Θεωρούμε τις χορδές  ΒΔ // ΑΓ  και  ΓΕ // ΑΒ.  
Να αποδείξετε ότι η χορδή ΔΕ είναι παράλληλη στην 
εφαπτομένη του κύκλου στο σημείο Α.

1.45  Ένα ισόπλευρο τρίγωνο ΑΒΓ είναι εγγεγραμμέ-
νο σε κύκλο. Αν Μ είναι τυχαίο σημείο του τόξου BG

!
, 

να αποδείξετε ότι  ΜΑ = ΜΒ + ΜΓ.

1.46  Δίνεται ισοσκελές τρίγωνο ΑΒΓ  (ΑΒ = ΑΓ)  
εγγεγραμμένο σε κύκλο και το μέσο Μ του τόξου .AG

!

 
Η ΑΜ τέμνει την ευθεία ΒΓ στο σημείο Δ. Να αποδεί-
ξετε ότι  ΜΒ = ΜΔ.

1.47  Ένα τρίγωνο ΑΒΓ είναι εγγεγραμμένο σε κύκλο  
(Ο, R).  Έστω Η το ορθόκεντρο και Θ το βαρύκεντρο 
του τριγώνου. Να αποδείξετε ότι:
α)	 ΑΗ = 2ΟΜ,  όπου Μ είναι το μέσο του ΒΓ,
β)	 τα σημεία Η, Θ και Ο είναι συνευθειακά και:

ΗΘ = 2ΘΟ

1.36  Δίνεται κύκλος, μια διάμετρος ΑΒ, η εφαπτομέ-
νη στο Α, ένα σημείο Γ αυτής και το σημείο Δ, στο 
οποίο η ΒΓ τέμνει τον κύκλο. Να αποδείξετε ότι η 
εφαπτομένη του κύκλου στο Δ διέρχεται από το μέσο 
Μ της ΑΓ.

1.37  Δύο  κύκλο ι 
εφάπτονται εσωτε-
ρικά στο σημείο Α. 
Οι χορδές ΑΓ και 
ΑΕ του μεγάλου κύ-
κλου τέμνουν τον 
μικρό στα σημεία Β 
και Δ αντίστοιχα. Να 
αποδείξετε ότι:

ΒΔ // ΓΕ

1.38  Έστω  ΑΒ = ΑΓ  δύο χορδές ενός κύκλου με 
κέντρο Ο και Μ τυχαίο σημείο του τόξου BG

!

, που δεν 
περιέχει το Α. Η κάθετη από το Β προς την ΑΜ τέμνει 
τη χορδή ΜΓ στο σημείο Δ. Να αποδείξετε ότι:

ΜΒ = ΜΔ

1.39  Δύο  κύκλο ι 
εφάπτονται εξωτερι-
κά στο Α. Μια εφα-
πτομένη του ενός στο 
σημείο Β τέμνει τον 
άλλο κύκλο με τη σει-
ρά στα σημεία Γ, Δ.
Να αποδείξετε ότι η ΑΒ διχοτομεί τη γωνία ,GAE

%  
όπου Ε είναι το σημείο στο οποίο η ΔΑ τέμνει τον κύ-
κλο.

1.40  Δύο κύκλοι με κέντρα Κ και Λ εφάπτονται εξω-
τερικά στο σημείο Α. Έστω ΒΓ μια κοινή εξωτερική 
εφαπτομένη των δύο κύκλων, που εφάπτεται του κύ-
κλου με κέντρο Κ στο Β και του κύκλου με κέντρο Λ 
στο Γ. Να αποδείξετε ότι:
α)	 90 ,BAG "=

%

β)	 ο κύκλος διαμέτρου ΒΓ εφάπτεται στην ΚΛ,
γ)	 90 ,KML "=

%

δ)	 ο κύκλος διαμέτρου ΚΛ εφάπτεται στη ΒΓ.
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1.48  Σε ένα τρίγωνο ΑΒΓ είναι:
73 39B " kai G "= =t t

Έστω Μ ένα εσωτερικό σημείο του τριγώνου τέτοιο, 
ώστε  22 .MBG MGB "= =

% %   Να αποδείξετε ότι:

51BAM "=
%

1.49  Με τη βοήθεια 
ενός κανόνα με πα-
ράλληλες ακμές, να
βρείτε το κέντρο ενός δοσμένου κύκλου. Να θεωρήσε-
τε ότι το πλάτος του χάρακα είναι μικρότερο από τη 
διάμετρο του κύκλου.

1.50  Σε ένα ισοσκελές τρίγωνο ΑΒΓ, με  ΑΒ = ΑΓ,  
είναι  20A "=t .  Αν Δ και Ε είναι σημεία των πλευρών 
ΑΓ και ΑΒ, ώστε  70 60 ,GBD " kai EGB "= =

% %   να 
αποδείξετε ότι  20EDB "=

% .

1.51  Ο εγγεγραμμένος κύκλος ενός ορθογώνιου τρι-
γώνου ΑΒΓ, με  90A "=t ,  εφάπτεται της πλευράς ΑΒ 
στο σημείο Δ, της ΒΓ στο Ε και της ΑΓ στο Ζ. Αν  
ΔΣ = ΖΕ,  να αποδείξετε ότι:
α)	 το τρίγωνο ΑΖΔ είναι ορθογώνιο και ισοσκελές,
β)	 45 ,ZED "=

% 					     γ)	 ΣΔ = ΣΕ,
δ)	 τα τρίγωνα ΣΒΔ και ΣΕΒ είναι ίσα,
ε)	 ΣΑ = ΣΒ.

1.52  Στις πλευρές ΑΒ και ΑΓ ενός τριγώνου ΑΒΓ 
παίρνουμε τα ίσα τμήματα ΒΔ και ΓΕ αντίστοιχα. Οι 
περιγεγραμμένοι κύκλοι των τριγώνων ΑΒΕ και ΑΔΓ 
τέμνονται για δεύτερη φορά στο σημείο Ζ. Να αποδεί-
ξετε ότι:
α)	 τα τρίγωνα ΖΒΔ και ΖΕΓ είναι ίσα,
β)	 η ΑΖ είναι διχοτόμος της γωνίας At  του τριγώνου.

1.53  Σε έναν κύ -
κλο ακτίνας R θεω-
ρούμε τ ις  χορδές 
ΑΒ, ΒΓ και ΔΕ με 
μήκος R.
Αν Μ είναι το μέσο 
τ ο υ  Α Ε  κα ι  Ν  τ ο 
μέσο του ΓΔ, να απο-
δείξετε ότι το τρίγω-
νο ΒΜΝ είναι ισό-
πλευρο.

1.54  Έ σ τ ω  Σ  τ υ -
χαίο σημείο της δια-
μέτρου ΑΒ ημικυ-
κλίου με διάμετρο 
ΑΟΒ. Δύο ημιευθεί-
ες ΣΓ και ΣΔ σχημα-
τίζουν τις τρεις ίσες
διαδοχικές γωνίες , ,ASG GSD kai DSB

% % %  όπως δείχνει 
το σχήμα.
Να αποδείξετε ότι  ΓΔ = R,  όπου R είναι η ακτίνα του 
κύκλου.

1.55  Στο εξωτερικό ενός ρόμβου ΑΒΓΔ πλευράς μή-
κους 1 θεωρούμε το ισόπλευρο τρίγωνο ΑΒΕ.
α)	 Να αποδείξετε ότι  30 .GED "=

%

β)	 Να βρείτε την ακτίνα R του περιγεγραμμένου κύ-
κλου του τριγώνου ΕΓΔ.

1.56  Σε μια ευθεία (ε) παίρνουμε τα διαδοχικά τμή-
ματα ΑΒ και ΒΓ. Στο ίδιο ημιεπίπεδο κατασκευάζουμε 
τα ισόπλευρα τρίγωνα ΑΒΔ και ΒΓΕ. Έστω Ζ ένα ση-
μείο του ΒΓ. Ένας κύκλος κέντρου Ζ και ακτίνας R 
τέμνει τις ημιευθείες ΒΔ και ΒΕ στα σημεία Μ και Ν 
αντίστοιχα. Να αποδείξετε ότι:

60MZN "=
%

1.57  Ένα τρίγωνο ΑΒΓ είναι εγγεγραμμένο σε κύ-
κλο. Η διχοτόμος της γωνίας At  τέμνει τον κύκλο στο 
σημείο Δ. Η παράλληλη από το Β προς την ΑΔ τέμνει 
τον κύκλο στο Ε και η παράλληλη από το Γ προς την 
ΑΔ τέμνει τον κύκλο στο Ζ. Οι ευθείες ΕΔ και ΖΓ τέ-
μνονται στο Η, ενώ οι ευθείες ΖΔ και ΕΒ τέμνονται 
στο σημείο Θ. Να αποδείξετε ότι:

α)	 ,BAD ADZ kai EDA DAG= =
% % % %

β)	 η ευθεία ΔΑ διχοτομεί τη γωνία ,EDZ
%

γ)	 ΑΒ // ΔΖ  και  ΑΓ // ΕΔ,
δ)	 ΑΒ = ΔΘ  και  ΑΓ = ΔΗ,
ε)	 ΒΓ = ΘΗ,
στ)	 τα τρίγωνα ΑΒΓ και ΔΘΗ είναι ίσα.

1.58  Δίνεται χορδή ΔΓ κύκλου  (Ο, ρ)  και ένα οποιο-
δήποτε σημείο Α του κυρτού τόξου .GD

!

 Από το Α φέρ-
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νουμε τμήμα ΑΒ παράλληλο και ίσο με το ΓΔ έτσι, 
ώστε το ΑΒΓΔ να είναι παραλληλόγραμμο. Αν Ε είναι 
το αντιδιαμετρικό του σημείου Δ, να αποδείξετε ότι:

ΒΕ = ΑΓ
1.59  α)  Ένα τρίγωνο ΑΒΓ είναι εγγεγραμμένο σε 
κύκλο με κέντρο Ο. Αν Η είναι το ορθόκεντρο του τρι-
γώνου και Μ το μέσο της πλευράς ΒΓ, να αποδείξετε 

ότι  ΑΗ = 2ΟΜ.

β)	 Δίνεται τρίγωνο ΑΒΓ με ορθόκεντρο Η, βαρύκε-
ντρο Θ και περίκεντρο Ο. Να αποδείξετε ότι:
i)	 τα σημεία Η, Θ και Ο βρίσκονται στην ίδια ευθεία 
(ευθεία του Euler),
ii)	 ΗΘ = 2ΘΟ.

Ερωτήσεις κατανόησης

1.60  Ερωτήσεις σύντομης απάντησης
α)	 Ποια γωνία λέγεται εγγεγραμμένη σε κύκλο;
β)	 Να σχεδιάσετε μια εγγεγραμμένη γωνία και την 
αντίστοιχη επίκεντρη και να σημειώσετε το τόξο στο 
οποίο βαίνει.
γ)	 Να σχεδιάσετε μια γωνία χορδής και εφαπτομέ-
νης.
δ)	 Ποια σχέση συνδέει την εγγεγραμμένη γωνία με 
την αντίστοιχη επίκεντρη;
ε)	 Τι συμπεραίνετε για εγγεγραμμένες γωνίες του 
ίδιου ή ίσων κύκλων που βαίνουν στο ίδιο ή σε ίσα 
τόξα;
στ)	Στο διπλανό σχή-
μα δίνεται ημικύ-
κλιο AOB
!

 και η γω-
νία .Mt  Τι ισχύει για 
τη γωνία Mt ; Να δια-
τυπώσετε γενικό συ-
μπέρασμα.
ζ)	 Τι γνωρίζετε για τη γωνία χορδής και εφαπτομέ-
νης;

1.61  Ερωτήσεις συμπλήρωσης κενού

α)	 ♦	 Στο διπλανό 
σχήμα η γωνία 
Mt  λέγεται ........ 
..................... 
................ και 
..................... 
στο τόξο ……

♦	 Η αντίστοιχη επί-
κεντρη γωνία εί-
ναι η ………

	 Για τις γωνίες φ και ω ισχύει ότι  φ = …

♦	 Η γωνία ρ λέγεται γωνία ……………… και …… 
……………………… και είναι ……… με κάθε 
εγγεγραμμένη που βαίνει στο τόξο .AB

!

 Ισχύει δη-
λαδή ότι  ρ = …  και  ω = 2ρ.

β)	 Κάθε εγγεγραμμένη γωνία που βαίνει σε ημικύ-
κλιο (διάμετρο) είναι …………

γ)	 Η εγγεγραμμένη γωνία είναι ίση με το ………… 
της αντίστοιχης επίκεντρης.

δ)	 Στο διπλανό σχή-
μα η γωνία χορδής 
και εφαπτομένης εί-
ναι ίση με 50°.
Τότε είναι:
x = ………  και 
y = ………

1.62  Να χαρακτηρίσετε τις παρακάτω προτάσεις 
ως σωστές (Σ) ή ως λανθασμένες (Λ).
α)	 Αν μια γωνία έχει την κορυφή της πάνω στον κύ-
κλο, λέγεται εγγεγραμμένη.
β)	 Η εγγεγραμμένη είναι ίση με το μισό της αντίστοι-
χης επίκεντρης.
γ)	 Κάθε εγγεγραμμένη γωνία που βαίνει σε ημικύ-
κλιο είναι ορθή.
δ)	 Δύο εγγεγραμμένες γωνίες που βαίνουν στην ίδια 
ή σε ίσες χορδές είναι ίσες.
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1.63  Ερωτήσεις πολλαπλής επιλογής
α)	 Στο διπλανό σχή-
μα είναι:

20A "=t

και
50GD "=

!

Το μέτρο του τόξου 
BE
!

 είναι:
Α:	 25°					    Β:	 70°					    Γ:	 40°
Δ:	 15°					    Ε:	 10°

β)	 Στο διπλανό σχή-
μα είναι:

50AG "=
!

και
40BD "=

!

Η γωνία ω είναι ίση 
με:
Α:	 30°					    Β:	 35°					    Γ:	 45°
Δ:	 60°					    Ε:	 55°

Διαγώνισμα 1ο
Θέμα 1ο
Δίνεται κύκλος, δύο χορδές ΑΒ, ΑΓ και τα μέσα Δ και Ε των τόξων AB

!

 και 
AG
!

 αντίστοιχα. Αν οι ΑΒ και ΑΓ τέμνουν τη ΔΕ στα Ζ και Η αντίστοιχα, να 
αποδείξετε ότι  ΑΖ = ΑΗ  (τα τόξα AB

!

 και AG
!

 να είναι μικρότερα από την 
ημιπεριφέρεια, όπως στο σχήμα).

Θέμα 2ο
Από σημείο Γ εκτός κύκλου  (Ο, R)  φέρνουμε τις εφαπτομένες ΓΑ και ΓΒ. Η κάθετη από το Α προς τη ΒΓ 
τέμνει την ΟΓ στο Δ. Να αποδείξετε ότι  ΑΔ = R.

Θέμα 3ο
Δίνεται κύκλος  (Ο, R),  σημείο Γ εκτός αυτού, οι εφαπτομένες ΓΑ και ΓΒ, το αντιδιαμετρικό σημείο Δ του Α 
και σημείο Ε της ημιευθείας ΑΓ, ώστε  ΓΕ = ΓΑ.  Να αποδείξετε ότι τα σημεία Ε, Β και Δ είναι συνευθειακά.

Θέμα 4ο
Δύο κύκλοι με κέντρα Κ και Λ τέμνονται στα σημεία Α και Β. Από ένα σημείο Σ του κύκλου με κέντρο Κ, το 
οποίο είναι εξωτερικό του κύκλου με κέντρο Λ, φέρνουμε τις τέμνουσες ΣΑΓ και ΣΒΔ. Να αποδείξετε ότι:

ΣΚ = ΓΔ

γ)	 Στο διπλανό σχή-
μα είναι:

50M "=t

και
40B "=t

Το μέτρο του τόξου 
AG
!

 είναι:
Α:	 45°					    Β:	 55°					    Γ:	 60°
Δ:	 70°					    Ε:	 90°
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Ενότητα 2
	 Εγγεγραμμένα τετράπλευρα
	 Εγγράψιμα τετράπλευρα

Βασική θεωρία και εφαρμογές

1. Το εγγεγραμμένο τετράπλευρο

Ορισμός
Ένα τετράπλευρο λέγεται εγγεγραμμένο σε κύκλο, αν 
οι κορυφές του είναι σημεία του κύκλου.
Έτσι, στο διπλανό σχήμα, το τετράπλευρο ΑΒΓΔ είναι 
εγγεγραμμένο σε κύκλο.

Θεώρημα
Σε κάθε εγγεγραμμένο τετράπλευρο ισχύει ότι:
α)	 Οι απέναντι γωνίες του είναι παραπληρωματικές.
β)	 Κάθε εξωτερική γωνία, ισούται με την απέναντι εσωτερική του γωνία.
γ)	 Κάθε πλευρά του φαίνεται από τις απέναντι κορυφές υπό ίσες γωνίες.

Απόδειξη
α)	 Επειδή η εγγεγραμμένη γωνία ισούται με το μισό 
του μέτρου του αντίστοιχου τόξου, είναι:

A 2 2 2G BGD BAD BGD BAD
+ = + = + =t t
!!!!

1802
360" "= =

Άρα  180A G "+ =t t   και έτσι  180B D "+ =t t .

β)	 Είναι:
180BD "+ =t t    και   180B B "ej + =t t

Άρα  .B Dej =t t
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γ)	 Ας πάρουμε, για παράδειγμα, την πλευρά ΓΔ. Είναι 
τότε ,GBD GAD f= =

% %  διότι οι γωνίες αυτές είναι εγ-
γεγραμμένες και βαίνουν στο ίδιο τόξο .GD

!

Όμοια, κάθε άλλη πλευρά φαίνεται από τις απέναντι 
κορυφές υπό ίσες γωνίες.

Εφαρμογή 2.1
Ένα τετράπλευρο ΑΒΓΔ είναι εγγεγραμμένο σε κύκλο. Στην προέκταση της ΑΒ 
παίρνουμε σημείο Ε. Ο κύκλος που περνάει από τα σημεία Ε, Β, Γ ξανατέμνει 
την ευθεία ΔΓ στο σημείο Ζ. Να αποδειχθεί ότι  ΕΖ // ΑΔ.

Λύση
Για να είναι  ΑΔ // ΕΖ,  αρκεί να αποδείξουμε ότι:

180A E "+ =t t

♦	 Το τετράπλευρο ΑΒΓΔ είναι εγγεγραμμένο, οπότε:

A BGZ=t %         (1)
♦	 Το τετράπλευρο ΒΓΖΕ είναι εγγεγραμμένο, οπότε:

(180 180E A EBGZ " "+ = + =
( )1

't t t%

Είναι λοιπόν  180 ,A E "+ =t t   οπότε  ΑΔ // ΕΖ.

2. Το εγγράψιμο τετράπλευρο

Ορισμός
Ένα τετράπλευρο λέγεται εγγράψιμο, όταν μπορεί να γραφεί κύκλος που να διέρχε-
ται από τις κορυφές του.
♦	 Ένα εγγράψιμο τετράπλευρο είναι ένα εγγεγραμμένο τετράπλευρο, από το οποίο 

έχουμε «σβήσει» τον (περιγεγραμμένο) κύκλο.
♦	 Τα εγγράψιμα τετράπλευρα έχουν τις ίδιες ιδιότητες με τα εγγεγραμμένα τετρά-

πλευρα.

Θεώρημα - Κριτήριο
Ένα τετράπλευρο είναι εγγράψιμο σε κύκλο, αν ισχύει μία από τις παρακάτω ιδιό-
τητες:
α)	 Δύο απέναντι γωνίες του είναι παραπληρωματικές.
β)	 Μία εξωτερική του γωνία ισούται με την απέναντι εσωτερική του γωνία.
γ)	 Μία πλευρά του φαίνεται από τις απέναντι κορυφές υπό ίσες γωνίες.
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Έτσι, το τετράπλευρο ΑΒΓΔ είναι εγγράψιμο, αν και 
μόνο αν ισχύει, για παράδειγμα, ότι:
♦	 180 180A BG " 3 D "+ = + =t t t t

♦	 A BG 3 B D 3 A G 3 Dej ej ej ej= = = =t t t t t t t t

♦	 DAG DBG 3 GDB GAB= =
% % % %    ή

	 BGA BDA 3 ABD AGD= =
% % % %

Είναι φανερό ότι αν ισχύει μία από τις παραπάνω ιδιότητες, τότε θα ισχύουν και όλες 
οι υπόλοιπες. Επομένως, αν καταφέρουμε σε μία άσκηση να αποδείξουμε ότι ένα 
τετράπλευρο είναι εγγράψιμο, τότε έχουμε στα χέρια μας μεγάλο πλήθος νέων στοι-
χείων, που θα μας οδηγήσουν σταδιακά στη λύση της.

Εφαρμογή 2.2
Ένας κύκλος που διέρχεται από τις κορυφές Α και Δ ενός παραλληλογράμμου 
ΑΒΓΔ τέμνει την ΑΒ στο Ε και τη ΓΔ στο Ζ. Να αποδειχθεί ότι το τετράπλευρο 
ΕΖΓΒ είναι εγγράψιμο.

Λύση
Επειδή το τετράπλευρο ΑΒΓΔ είναι παραλληλόγραμμο, 
ισχύει ότι  .BD f= =t t   Όμως το τετράπλευρο ΑΕΖΔ εί-
ναι εγγεγραμμένο, οπότε  .ZEBD =t %   Αλλά είναι  ΑΒ // ΓΔ,  
οπότε  .ZEB EZD=

% %   Άρα:

ZEB BEZD D= = =t t% %

Επειδή  ,BEZD = t%   το τετράπλευρο ΕΒΓΖ είναι εγγράψιμο.

Εφαρμογή 2.3
Έστω ΑΒ και ΓΔ δύο τεμνόμενες χορδές ενός κύκλου. Αν  ΑΕ = ΓΔ και  ΔΖ = ΑΒ, 
να αποδειχθεί ότι  ΕΖ // ΒΓ.

Λύση
Για να είναι  ΕΖ // ΒΓ,  αρκεί να αποδείξουμε ότι  x = ω.  
Επειδή  90 ,AED AZD "= =

% %   το τετράπλευρο ΑΕΖΔ εί-
ναι εγγράψιμο. Επομένως  ,AZE ADE=

% %   δηλαδή:
x = y        (1)

Όμως  ,ADG ABG=
% %   ως εγγεγραμμένες που βαίνουν στο 

τόξο .AG
!

 Είναι δηλαδή:
y = ω        (2)

Από τις σχέσεις (1) και (2) προκύπτει ότι  x = ω.  Άρα  ΕΖ // ΒΓ.
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Σχόλια στα εγγράψιμα τετράπλευρα

1.  Αν Γ, Δ είναι οι προβολές των 
άκρων Α, Β ενός τμήματος σε δύο 
ευθείες που διέρχονται από τα Α και 
Β, τότε τα σημεία Α, Β, Γ, Δ είναι 
ομοκυκλικά, δηλαδή είναι κορυφές 
εγγράψιμου τετραπλεύρου.

2.  α)	Αν ένα παραλληλόγραμμο είναι εγγράψιμο, τότε αυτό είναι ορθογώνιο.
β)	 Αν ένας ρόμβος είναι εγγράψιμος σε κύκλο, τότε αυτός είναι τετράγωνο.
γ)	 Αν ένα τραπέζιο είναι εγγράψιμο σε κύκλο, τότε αυτό είναι ισοσκελές και 
αντιστρόφως.

3.  Αν σε ένα τρίγωνο ΑΒΓ έχουμε τα ύψη του ΑΔ, ΒΕ, ΓΖ και το ορθόκεντρο Η, 
τότε στο σχήμα αυτό υπάρχουν έξι εγγράψιμα τετράπλευρα.

♦	 Δύο κορυφές και οι προβολές τους στις δύο 
άλλες πλευρές σχηματίζουν εγγράψιμο τε-
τράπλευρο. Επομένως τα τετράπλευρα ΒΓΕΖ, 
ΓΑΖΔ, ΑΒΔΕ είναι εγγράψιμα.

♦	 Υπάρχουν τρία εγγράψιμα με κοινή κορυφή το 
ορθόκεντρο Η. Αυτά είναι τα εξής:

ΗΖΑΕ,   ΗΔΒΖ,   ΗΔΓΕ

Εφαρμογή 2.4
Στο εξωτερικό ενός ορθογωνίου τριγώνου ΑΒΓ ( 90 )A "=t  θεωρούμε το τετρά-
γωνο ΒΓΔΕ με κέντρο Η. Να αποδειχθεί ότι η ΑΗ διχοτομεί τη γωνία .At

Λύση
♦	 Επειδή το ΒΓΔΕ είναι τετράγωνο, έχουμε:

90 45BHG " kai BGH "= =
% %

♦	 Είναι  90 ,A " BHG= =t %   οπότε το τετράπλευρο ΑΒΗΓ 
είναι εγγράψιμο. Επομένως:

45BAH BGH "= =
% %

♦	 Αφού  90 45 ,BAHBAG " kai "= =
% %   η ΑΗ είναι δι-

χοτόμος της γωνίας .At
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3. Το περιγεγραμμένο τετράπλευρο

Ορισμός
Ένα τετράπλευρο λέγεται περιγεγραμμένο σε κύκλο, 
όταν οι πλευρές του εφάπτονται στον κύκλο.

Ιδιότητες

Σε κάθε περιγεγραμμένο τετράπλευρο ισχύει ότι:
α)	 Οι διχοτόμοι των γωνιών του διέρχονται από το 
ίδιο σημείο, που είναι το κέντρο του εγγεγραμμένου 
κύκλου.
β)	 Τα αθροίσματα των απέναντι πλευρών του είναι 
ίσα, δηλαδή:

ΑΒ + ΓΔ = ΑΔ + ΒΓ

Κριτήρια
Ένα τετράπλευρο ΑΒΓΔ είναι περιγράψιμο σε κύκλο, αν και μόνο αν ισχύει μία 
από τις παρακάτω προτάσεις:
α)	 Οι διχοτόμοι των γωνιών του διέρχονται από το ίδιο σημείο.
β)	 Τα αθροίσματα των απέναντι πλευρών του είναι ίσα.

Αν λοιπόν θέλουμε να αποδείξουμε ότι ένα τετράπλευρο είναι περιγράψιμο σε κύκλο, 
προσπαθούμε να αποδείξουμε μία από τις παραπάνω προτάσεις.

Εφαρμογή 2.5
Σε ένα περιγεγραμμένο τετράπλευρο ΑΒΓΔ είναι:

ΑΒ = 5,   ΒΓ = 7,   ΓΔ = 8
Να υπολογιστεί η πλευρά ΑΔ.

Λύση
Αφού το τετράπλευρο ΑΒΓΔ είναι περιγεγραμμένο, θα 
ισχύει ότι:

ΑΔ + ΒΓ = ΑΒ + ΓΔ  ,  ΑΔ + 7 = 5 + 8  ,
,  ΑΔ + 7 = 13  ,  ΑΔ = 13 - 7  ,  ΑΔ = 6
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Λυμένες ασκήσεις

2.6  Ένα τρίγωνο ΑΒΓ είναι εγγεγραμμένο σε κύκλο. Έστω ΑΔ το ύψος του 
τριγώνου. Η παράλληλη από το Δ προς τη ΒΑ τέμνει την εφαπτομένη του κύ-
κλου στο Α, στο σημείο Ε. Να αποδειχθεί ότι  90 .AEG "=

%

Λύση
Επειδή η ΑΕ είναι εφαπτομένη του κύκλου, θα έχουμε:

B EAG f= =t %         (1)
Όμως  ΒΑ // ΔΕ,  οπότε:

B EDG f= =t %         (2)
Από τις σχέσεις (1) και (2) παίρνουμε ότι:

EAG EDG f= =
% %

Επομένως το τετράπλευρο ΑΕΓΔ είναι εγγράψιμο.
Ισχύει όμως  90ADG "=

% ,  οπότε  90AEG "=
% ,  διότι οι 

απέναντι γωνίες εγγράψιμου τετραπλεύρου είναι παρα-
πληρωματικές.

2.7  Δίνονται δύο κάθετες διάμετροι ΑΒ και ΓΔ ενός κύκλου κέντρου Ο. Έστω 
Ε τυχαίο σημείο του τόξου .BG

!
 Αν  ΑΖ = ΔΕ,  να αποδειχθεί ότι  ΟΖ // ΕΒ.

Λύση
Για να είναι  ΕΒ // ΟΖ,  αρκεί να αποδείξουμε ότι:

,OZE ZEB=
% %    δηλαδή   y = x

Φέρνουμε την ΑΔ. Επειδή  90 ,AOD AZD "= =
% %   το τε-

τράπλευρο ΑΟΖΔ είναι εγγράψιμο. Άρα:
A y=t         (1)

όπου  .A OAD=t %

Όμως οι γωνίες A Ekait t  βαίνουν στο ίδιο τόξο .DB
!

 Συνε-
πώς  ,A E=t t   δηλαδή:

A x=t         (2)
Από τις σχέσεις (1) και (2) προκύπτει ότι  y = x.  Επομένως  ΟΖ // ΕΒ.

2.8  Στις πλευρές ΑΒ, ΑΓ ενός τριγώνου ΑΒΓ παίρνουμε σημεία Δ, Ε αντίστοι-
χα, ώστε  ΒΔ = ΓΕ.  Οι περιγεγραμμένοι κύκλοι των τριγώνων ΑΒΕ και ΑΓΔ 
τέμνονται στο σημείο Ρ. Να αποδειχθεί ότι:
α)	 τα τρίγωνα ΒΔΡ, ΓΕΡ είναι ίσα,				    β)	 RAB RAG=

% % .
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Λύση
α)	 Από το εγγεγραμμένο τετράπλευρο ΑΒΡΕ παίρνουμε 
ότι:

x yABR REG ,= =
% %         (1)

Από το εγγεγραμμένο τετράπλευρο ΑΔΡΓ παίρνουμε ότι:

AGR RDB f v,= =
% %         (2)

Είναι όμως επιπλέον  ΒΔ = ΓΕ,  οπότε οι (1) και (2) εξα-
σφαλίζουν ότι τα τρίγωνα ΒΔΡ, ΓΕΡ είναι ίσα.

β)	 Επειδή τα τρίγωνα ΒΔΡ, ΓΕΡ είναι ίσα,  είναι  ΡΒ = ΡΕ.  Στον κύκλο  (Α, Β, Ρ, Ε)  
είναι  ΡΒ = ΡΕ,  οπότε οι αντίστοιχες εγγεγραμμένες γωνίες ,RAB RAE

% %  είναι ίσες. Άρα:

 RAB RAG=
% %

Η μαγεία του εγγράψιμου τετραπλεύρου

Η σημασία που έχουν τα εγγράψιμα τετράπλευρα στη γρήγορη λύση των ασκήσεων 
φαίνεται και στο εξής πρόβλημα:

Σε τρίγωνο ΑΒΓ είναι  .B 75 40" kai G "= =t t   Έστω σημείο Μ στο εσωτε-
ρικό του τριγώνου, ώστε  25 .MBG MGB "= =

% %   Να αποδειχθεί ότι:

50MAB "=
%

Λύση
Φέρνουμε το ύψος ΜΔ του τριγώνου ΜΒΓ. Η ευθεία 
ΔΜ τέμνει την ΑΓ στο Ε. Τότε  50DEG " ABM= =

% % ,  
αφού  75 25 50 .ABM " " "= - =

%

Το ΑΒΜΕ είναι επομένως εγγράψιμο, οπότε:

50BAM BEM MEG "= = =
% % %

Τονίζουμε ότι το τρίγωνο ΕΒΓ είναι ισοσκελές, διότι η 
ΕΔ είναι μεσοκάθετη του ΒΓ. Έτσι:

50BEM MEG "= =
% %

Άλλος τρόπος
Είναι  ΜΒ = ΜΓ  και  180 50 130 2 .ABMG " " "= - = = t%   Άρα το Μ είναι περίκε-

ντρο στο τρίγωνο ΑΒΓ. Έτσι έχουμε  2 80 ,AMB G "= =t%   οπότε:
180 80 50MAB 2

" " "= - =
%
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2.9  Δίνεται κύκλος κέντρου Ο, μια διάμετρος ΑΒ 
και μια χορδή ΓΔ, που δεν είναι παράλληλη στην 
ΑΒ. Φέρνουμε  ΑΕ, ΒΖ = ΓΔ,  καθώς και  ΔΗ = ΑΒ.  
Να αποδειχθεί ότι  ΗΕ = ΗΖ.

Λύση
Φέρνουμε τις ΔΑ και ΔΒ.
♦	 Το τετράπλευρο ΔΗΑΕ είναι εγγράψιμο, διότι ισχύει  

90 .DHA DEA "= =
% %   Επομένως:

AHE xADE= =
% %         (1)

♦	 Το τετράπλευρο ΔΗΒΖ είναι εγγράψιμο, διότι ισχύει  
90 .DHB DZB "= =

% %   Επομένως:

BHZ yBDZ= =
% %         (2)

♦	 Η γωνία ADB
%  είναι ορθή, διότι είναι εγγεγραμμένη και βαίνει σε ημικύκλιο (διάμε-

τρο). Επομένως στο σημείο Δ οι γωνίες x και y είναι συμπληρωματικές. Είναι δηλαδή  
x + y = 90°.  Έτσι έχουμε:

180 180 ( ) 180 90 90EHZ x y x y" " " " "= - - = - + = - =
%

	 Άρα  ΗΕ = ΗΖ.

2.10  Σε ένα οξυγώνιο τρίγωνο ΑΒΓ φέρνουμε τα ύψη ΒΔ, ΓΕ και τις προβολές 
Ζ, Η των Β, Γ αντίστοιχα πάνω στην ευθεία ΔΕ. Να αποδειχθεί ότι  ΕΖ = ΔΗ.

Λύση

Επειδή  90 ,BEG BDG "= =
% %   το τετράπλευρο ΒΕΔΓ εί-

ναι εγγράψιμο. Έτσι η ΕΔ είναι χορδή του κύκλου που 
διέρχεται από τα σημεία Β, Ε, Δ και Γ. Από το μέσο Μ της 
ΒΓ φέρνουμε  ΜΝ = ΕΔ.  Τότε:
♦	 το Ν είναι μέσο της χορδής ΕΔ, οπότε:

ΝΕ = ΝΔ        (1)
♦	 το Ν είναι μέσο του ΖΗ, διότι στο τραπέζιο ΒΖΗΓ η ΜΝ είναι διάμεσος (Μ μέσο του 

ΒΓ και  ΜΝ // ΒΖ // ΓΗ).  Επομένως:
ΝΖ = ΝΗ        (2)

Οι σχέσεις (1) και (2), με αφαίρεση κατά μέλη, δίνουν τελικά ότι  ΕΖ = ΔΗ.


