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1 
Το Μεθοδολογικό Πλαίσιο 

Μέσου-∆ιακύμανσης 

1.1 Εισαγωγή 

Η παρουσίαση του μεθοδολογικού πλαισίου μέσου-διακύμανσης αναπτύσ-

σεται σε πέντε κύριους άξονες. Σε πρώτο χρόνο πραγματοποιείται η ενδελε-

χής ανάλυση των κριτηρίων στη βάση των οποίων θεμελιώνεται το πλαίσιο. 

Έτσι παρουσιάζονται διεξοδικά οι έννοιες της απόδοσης και του κινδύνου, 

τόσο αναφορικά στην περίπτωση μεμονωμένων χρεογράφων, όσο και στην 

περίπτωση χαρτοφυλακίων χρεογράφων.  

Η μελέτη του κινδύνου που ενσωματώνεται σε ένα χαρτοφυλάκιο αναδει-

κνύει την αναγκαιότητα υιοθέτησης κατάλληλων στρατηγικών διαφοροποί-

ησης, κατά την υλοποίηση μιας επενδυτικής πολιτικής. Για τον λόγο αυτό 

αναπτύσσεται στη συνέχεια η θεωρητική βάση πάνω στην οποία είναι δυνα-

τόν να στηριχθεί μια αποτελεσματική στρατηγική διαφοροποίησης.  

Αμέσως μετά παρουσιάζονται οι πρωταγωνιστικές έννοιες του μεθοδολογι-

κού πλαισίου, αυτή του αποτελεσματικού χαρτοφυλακίου και αυτή του απο-

τελεσματικού μετώπου. Η συζήτηση καλύπτει τόσο την περίπτωση όπου 

επιτρέπονται οι ανοικτές πωλήσεις, όσο και την περίπτωση που αυτές δεν 

επιτρέπονται. Επιπλέον, δίδεται ιδιαίτερη έμφαση στην εξέταση των ιδιαί-

τερων χαρακτηριστικών της περίπτωσης κατά την οποία το ακίνδυνο χρεό-

γραφο εισάγεται στο φάσμα επιλογών ενός επενδυτή.  

Κατόπιν, αναπτύσσονται λεπτομερώς οι κλασσικές τεχνικές μαθηματικού 

προγραμματισμού της σύγχρονης θεωρίας χαρτοφυλακίου για τον προσδιο-

ρισμό αποτελεσματικών μετώπων, κάτω από διαφορετικές υποθέσεις απα-

γόρευσης ή μη των ανοικτών πωλήσεων και δυνατότητας ή μη επένδυσης 

στο ακίνδυνο χρεόγραφο.  
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Στην τελευταία ενότητα παρουσιάζεται μια ολοκληρωμένη και ενδελεχής 

συμπερασματολογία, με βάση την ανάλυση και τις επιμέρους διαπιστώσεις 

κάθε παραγράφου. 

1.2 Απόδοση και Κίνδυνος 

Για την αναμενόμενη απόδοση (expected return) ενός χρεογράφου, αναφο-

ρικά σε μια σειρά μελλοντικών χρονικών περιόδων, κατά τις οποίες οι απο-

δόσεις αυτού θεωρούνται ισοδύναμα πιθανές θα ισχύει: 

1

M
ij

i

j

R
R

M
=

=∑  

όπου 
ij

R  η j -απόδοση του χρεογράφου i . Όταν οι μελλοντικές αποδόσεις 

του χρεογράφου δεν θεωρούνται ισοδύναμα πιθανές, για την αναμενόμενη 

απόδοση αυτού θα ισχύει: 

1

M

i ij ij

j

R P R

=

=∑  

όπου 
ij
P  η πιθανότητα πραγματοποίησης της j -απόδοσης του χρεογράφου 

i . 

Ως μέτρο του κινδύνου που ενσωματώνεται σε ένα χρεόγραφο, χρησιμο-

ποιείται η διακύμανση της απόδοσης (variance of returns) αυτού. Για τη 

διακύμανση της απόδοσης ενός χρεογράφου, αναφορικά σε μια σειρά μελ-

λοντικών χρονικών περιόδων, κατά τις οποίες οι αποδόσεις αυτού θεωρού-

νται ισοδύναμα πιθανές θα ισχύει: 

( )
2

2

1

M
ij i

i

j

R R

M
σ

=

−

=∑   

όπου 
ij

R  η j -απόδοση του χρεογράφου i  και 
i

R  η αναμενόμενη απόδοση 

αυτού. Όταν οι μελλοντικές αποδόσεις του χρεογράφου δεν θεωρούνται ι-

σοδύναμα πιθανές, για την αναμενόμενη απόδοση αυτού θα ισχύει: 

( )
2

2

1

M

i ij ij i

j

P R Rσ

=

= −∑  

όπου 
ij
P  η πιθανότητα πραγματοποίησης της j -απόδοσης του χρεογράφου 

i  και 
i

R  η αναμενόμενη απόδοση αυτού. 

Απόδοση  

και κίνδυνος 

χρεογράφων 
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Έστω χαρτοφυλάκιο P  αποτελούμενο από N  το πλήθος χρεόγραφα. Για 

την j -απόδοση του χαρτοφυλακίου θα ισχύει: 

1

N

Pj i ij

i

R X R

=

=∑  

όπου 
i

X  είναι το ποσοστό του κεφαλαίου που επενδύεται στο χρεόγραφο i  

και 
ij

R  η j -απόδοση αυτού. Για την αναμενόμενη απόδοση του χαρτοφυ-

λακίου θα ισχύει: 

( ) ( )
1 1 1

N N N

P P i ij i ij i i

i i i

R E R E X R E X R X R

= = =

⎛ ⎞
= = = =⎜ ⎟

⎝ ⎠
∑ ∑ ∑  

όπου 
i

X  είναι το ποσοστό του κεφαλαίου που επενδύεται στο χρεόγραφο i  

και 
i

R  η αναμενόμενη απόδοση αυτού. 

Αναφορικά στην περίπτωση του κινδύνου, εξετάζοντας αρχικά την περί-

πτωση χαρτοφυλακίου αποτελούμενου από δυο χρεόγραφα θα ισχύει: 

( )

( )

( ) ( )

( ) ( )( ) ( )

( ) ( )( ) ( )

2
2

2
2

1 1 2 2 1 1 2 2

2
2

1 1 1 2 2 2

2
2

2 2 2

1 1 1 1 2 1 1 2 2 2 2 2

2
2 2 2

1 1 1 1 2 1 1 2 2 2 2 2

2 2 2

1 1 1 2

2

2

2

P P P

P j j

P j j

P j j j j

P j j j j

P

E R R

E X R X R X R X R

E X R R X R R

E X R R X X R R R R X R R

X E R R X X E R R R R X E R R

X X X

σ

σ

σ

σ

σ

σ σ σ

= − ⇒

⎡ ⎤= + − + ⇒⎣ ⎦

⎡ ⎤= − + − ⇒⎣ ⎦

⎡ ⎤= − + − − + − ⇒⎢ ⎥⎣ ⎦

⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤= − + − − + − ⇒⎣ ⎦ ⎣ ⎦⎢ ⎥⎣ ⎦

= + 2 2

12 2 2
X σ+

 

όπου 2

1
σ , 2

2
σ  οι διακυμάνσεις των αποδόσεων των χρεογράφων και 

12
σ  η 

συνδιακύμανση (covariance) μεταξύ αυτών. 

Αντίστοιχα, για τον κίνδυνο ενός χαρτοφυλακίου αποτελούμενου από τρία 

χρεόγραφα θα ισχύει: 

( )

( )

( ) ( ) ( )

2
2

2
2

1 1 2 2 3 3 1 1 2 2 3 3

2
2

1 1 1 2 2 2 3 3 3

-

- 

- - -

P P P

P j j j

P j j j

E R R

E X R X R X R X R X R X R

E X R R X R R X R R

σ

σ

σ

⎡ ⎤= ⇒⎢ ⎥⎣ ⎦

⎡ ⎤= + + + + ⇒⎣ ⎦

⎡ ⎤= + + ⇒⎣ ⎦

 

Απόδοση  

και κίνδυνος 

χαρτοφυλακίων 
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( ) ( ) ( )

( )( ) ( )( )

( )( )

( ) ( ) ( )

( )( )

( )( )

2 2 2
22 22

1 1 2 2 3 3 31 2

1 2 1 1 2 2 1 3 1 1 3 3

2 3 2 2 3 3

2 2 2
22 22

1 1 2 2 3 3 31 2

1 2 1 1 2 2

1 3 1 1 3 3

- - -

2 - - 2 - -

2 - -

- - -

2 - -

2 - -

P j j j

j j j j

j j

P j j j

j j

j j

E R R R R X R RX X

X X R R R R X X R R R R

X X R R R R

E R R E R R X E R RX X

X X E R R R R

X X E R R R R

σ

σ

⎡= + + +⎢⎣

+ +

⎤ ⇒⎦

⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤= + + +⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦

⎡ ⎤ +⎣ ⎦

⎡ ⎤
⎣ ⎦

( )( )2 3 2 2 3 3

2 2 22 2 22

3 3 1 2 12 1 3 13 2 3 231 2 21

2 -

2 2 2

j j

P

X X E R R R R

X X X X X X XXX σ σ σ σσ σσ

+

⎡ ⎤− ⇒⎣ ⎦

+ + + + +=

 

όπου 2

1
σ , 2

2
σ , 2

3
σ  είναι οι διακυμάνσεις των αποδόσεων των χρεογράφων 

και 
12

σ , 
23

σ ,
13

σ  οι συνδιακυμάνσεις μεταξύ αυτών. 

Για τη συνδιακύμανση μεταξύ δυο χρεογράφων i  και k  για μια σειρά M  

χρονικών περιόδων θα ισχύει: 

( )( )
1

M
ij i kj k

ik

j

R R R R

M
σ

=

− −

=∑  

Ένα εναλλακτικό και πιο τυποποιημένο μέτρο της συνδιακύμανσης των α-

ποδόσεων μεταξύ δυο χρεογράφων, είναι ο συντελεστής συσχέτισης (cor-

relation coefficient). Για δυο χρεόγραφα i  και k  με συνδιακύμανση 
ik

σ  

και τυπικές αποκλίσεις 
i

σ  και 
k

σ  αντίστοιχα, ο συντελεστής συσχέτισης 

ik
ρ  είναι: 

ik

ik

i k

σ
ρ

σ σ
=  

Γενικεύοντας, ο κίνδυνος στην περίπτωση ενός χαρτοφυλακίου αποτελού-

μενου από N  το πλήθος χρεόγραφα θα δίδεται από τη σχέση: 

( ) ( )2 2 2

1 1 1

σ   

N N N

P j j j k jk

j j k
k j

X X Xσ σ

= = =

≠

= +∑ ∑∑  
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1.3 ∆ιαφοροποίηση Χαρτοφυλακίων 

Η αναµενόµενη απόδοση 
P

R  ενός χαρτοφυλακίου είναι µια γραµµική συ-

νάρτηση των αποδόσεων των χρεογράφων που περιέχονται σε αυτό, 

σταθµισµένων µε τα ποσοστά συµµετοχής του κάθε χρεογράφου στο χαρ-

τοφυλάκιο. Καθώς αυτή η συνάρτηση είναι γραµµική, εύκολα εξάγεται το 

συµπέρασµα ότι η απόδοση του χαρτοφυλακίου δεν µπορεί να υπερβαίνει 

την απόδοση του πλέον αποδοτικού χρεογράφου του χαρτοφυλακίου και 

αντίστοιχα δεν µπορεί να είναι µικρότερη της απόδοσης  του λιγότερου α-

ποδοτικού χρεογράφου του χαρτοφυλακίου. Σε αντίθεση όμως µε την από-

δοση, ο κίνδυνος ενός χαρτοφυλακίου είναι µη γραµµική συνάρτηση των 

κινδύνων των χρεογράφων που περιέχονται σε αυτό. Για τον λόγο αυτό, η 

συνάρτηση του κινδύνου ενός χαρτοφυλακίου μελετάται στη συνέχεια διε-

ξοδικά. 

Αρχικά εξετάζεται η περίπτωση όπου οι αποδόσεις των χρεογράφων είναι 

ανεξάρτητες µεταξύ τους, δηλαδή 0jkσ =  για κάθε ζεύγος χρεογράφων j  

και k . Στην περίπτωση αυτή ο κίνδυνος ενός χαρτοφυλακίου το οποίο απο-

τελείται από N  χρεόγραφα είναι: 

( )2 2 2

1

N

P j j

j

Xσ σ

=

=∑  

Αν υποτεθεί ότι το διαθέσιμο κεφάλαιο ισοκατανέμεται μεταξύ των χρεο-

γράφων του χαρτοφυλακίου 
1 2

1( ... )
N

X X X
N

= = = = , για τον κίνδυνο του 

χαρτοφυλακίου θα ισχύει: 

2 2

2 2

1 1

1 1
N N

j

P j

j jN N N

σ

σ σ

= =

⎛ ⎞⎛ ⎞
= = ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎝ ⎠ ⎝ ⎠
∑ ∑  

Ο όρος εντός της παρένθεσης είναι µια µέση τιμή η οποία αναπαριστά τη 

µέση διακύμανση 2

j
σ  των αποδόσεων των χρεογράφων του χαρτοφυλακίου. 

Έτσι, η παραπάνω σχέση γίνεται: 

2 21

P j
N

σ σ=  

Από την εξίσωση αυτή προκύπτει ότι, καθώς η τιμή του N  αυξάνει, δηλαδή 

καθώς αυξάνει ο αριθμός των χρεογράφων που περιέχονται στο χαρτοφυλά-

κιο, τότε ο κίνδυνος του χαρτοφυλακίου μειώνεται. Στην περίπτωση δηλαδή  
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ενός καλά διαφοροποιημένου χαρτοφυλακίου, η σύνθεση του οποίου αποτε-

λείται από χρεόγραφα με ασυσχέτιστες αποδόσεις, ο κίνδυνος είναι δυνατόν 

να περιοριστεί σημαντικά. Στην πράξη βέβαια η υπόθεση περί ασυσχέτι-

στων αποδόσεων μεταξύ των χρεογράφων δεν είναι ρεαλιστική. 

Στη συνέχεια εξετάζεται η γενική περίπτωση όπου 0
ij

σ ≠ . Αν και στην πε-

ρίπτωση αυτή υποτεθεί ότι το διαθέσιμο κεφάλαιο ισοκατανέμεται μεταξύ 

των χρεογράφων του χαρτοφυλακίου, για τον κίνδυνο του χαρτοφυλακίου 

θα ισχύει: 

( )

2

2 2

1 1 1

2

2

1 1 1

1 1 1

1 1

1

N N N

P j jk

j j k
k j

N N N
j jk

P

j j k
k j

N N N

N

N N N N N

σ σ σ

σ σ

σ

= = =

≠

= = =

≠

⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎛ ⎞
= + ⇒⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟

⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎝ ⎠

⎛ ⎞⎛ ⎞ − ⎜ ⎟= +⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟−⎜ ⎟⎝ ⎠ ⎝ ⎠

∑ ∑∑

∑ ∑∑

 

Όπως επισημάνθηκε, ο πρώτος όρος εντός της παρένθεσης αναπαριστά τη 

µέση διακύμανση των αποδόσεων των χρεογράφων του χαρτοφυλακίου. 

Αντίστοιχα, και ο δεύτερος όρος εντός της παρένθεσης είναι µια µέση τιμή 

η οποία αναπαριστά τη µέση συνδιακύµανση 
ij

σ  των αποδόσεων των χρεο-

γράφων του χαρτοφυλακίου. Αυτό γίνεται σαφές αν ληφθεί υπόψη ότι  το 

πλήθος των όρων που εμπεριέχουν τη συνδιακύµανση είναι ( 1)N N − . Συ-

νεπαγόμενα, ο κίνδυνος του χαρτοφυλακίου µπορεί να εκφραστεί απλού-

στερα ως εξής: 

( )

2 2

2 2

1 1

1

P j jk

P j jk jk

N

N N

N

σ σ σ

σ σ σ σ

−
= + ⇒

= − +

 

Μέσω των παραπάνω σχέσεων, γίνεται εμφανής η επίδραση της διαφορο-

ποίησης (diversification) στον κίνδυνο ενός χαρτοφυλακίου χρεογράφων. 

Όταν ο αριθμός των χρεογράφων που περιέχει ένα χαρτοφυλάκιο γίνει πολύ 

μεγάλος, ο κίνδυνος που προέρχεται από το κάθε χρεόγραφο ξεχωριστά ε-

ξουδετερώνεται. Στην περίπτωση αυτή, η τιμή της διακύμανσης του χαρτο-

φυλακίου ελαχιστοποιείται και γίνεται ίση με την μέση συνδιακύμανση των 

αποδόσεων των χρεογράφων. 
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1.4 Το Αποτελεσματικό Μέτωπο 

Οι κύριες έννοιες που δεσπόζουν στο μεθοδολογικό πλαίσιο του υποδείγμα-

τος μέσου-διακύμανσης είναι αυτές του αποτελεσµατικού χαρτοφυλακίου 

(efficient portfolio ή non–dominated portfolio) και του αποτελεσµατικού 

μετώπου (efficient frontier). Ένα χαρτοφυλάκιο P  ονομάζεται αποτελε-

σματικό εάν και μόνο εάν δεν υπάρχει κανένα άλλο χαρτοφυλάκιο 'P  τέ-

τοιο ώστε 
'P P

R R≥  και '
P P

σ σ≤ , με τουλάχιστον μια από τις δυο ανισότη-

τες να είναι αυστηρή. ∆ηλαδή, το χαρτοφυλάκιο P  είναι αποτελεσματικό 

εάν και μόνο εάν δεν υπάρχει κανένα άλλο χαρτοφυλάκιο 'P  το οποίο να 

υπερτερεί έναντι του P  όσον αφορά την απόδοση και τον κίνδυνο. 

Με βάση το Σχήμα 1.1, από τον παραπάνω ορισμό προκύπτει ότι τα χαρτο-

φυλάκια A , B  και C  είναι αποτελεσματικά, ενώ τα χαρτοφυλάκια D , E  

και F  είναι μη-αποτελεσματικά. Επιπλέον, κανένα χαρτοφυλάκιο δεν υπε-

ρέχει του χαρτοφυλακίου A , δηλαδή του χαρτοφυλακίου ελαχίστου κινδύ-

νου, ή του χαρτοφυλακίου C , δηλαδή του χαρτοφυλακίου μέγιστης απόδο-

σης. 

Σχήμα 1.1: Αποτελεσματικά και μη-αποτελεσματικά χαρτοφυλάκια

A

C

Ε

F

B D

σP

E(RP)

 

 

Απαγόρευση 

ανοικτών  

πωλήσεων 
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Το σύνολο των αποτελεσματικών χαρτοφυλακίων αποτελεί το αποτελεσμα-

τικό μέτωπο. Στην περίπτωση όπου δεν επιτρέπονται οι ανοικτές πωλήσεις 

(short sales), το αποτελεσματικό μέτωπο θα είναι μια καμπύλη η οποία ε-

κτείνεται μεταξύ του χαρτοφυλακίου ελαχίστου κινδύνου ( )mV  και του 

χαρτοφυλακίου μέγιστης απόδοσης ( )MR (Σχήμα 1.2).  

Σχήμα 1.2: Το αποτελεσματικό μέτωπο στην περίπτωση που δεν 

επιτρέπονται οι ανοικτές πωλήσεις  

σP

E(RP)

mV

MR

 

Το αποτελεσματικό μέτωπο είναι, σε κάθε περίπτωση, μια κοίλη συνάρτη-

ση (concave function) και δεν είναι δυνατόν να περιέχει κυρτά τμήματα 

(Σχήμα 1.3α), καθώς όπως ήδη επισημάνθηκε ο συνδυασμός χρεογράφων ή 

χαρτοφυλακίων χρεογράφων δεν είναι δυνατόν να συνεπάγεται μεγαλύτερο 

κίνδυνο από τον κίνδυνο που εκφράζεται μέσω του ευθύγραμμου τμήματος 

το οποίο συνδέει τα συγκεκριμένα χρεόγραφα ή χαρτοφυλάκια (Σχήμα 

1.3β). 
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Σχήμα 1.3: Αδύνατη μορφή αποτελεσματικού μετώπου 

 
α 

 

β 
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Όπως ήδη επισημάνθηκε, οι ανοιχτές πωλήσεις αφορούν πωλήσεις χρεογρά-

φων τα οποία ο πωλητής δεν έχει στην κατοχή του. Καθώς ο πωλητής δεν έχει 

στην κατοχή του το χρεόγραφο, η χρηματιστηριακή εταιρία που αναλαμβάνει 

να διεκπεραιώσει τη συναλλαγή, είτε δανείζεται το χρεόγραφο από κάποιον 

άλλον επενδυτή, είτε το δανείζει η ίδια προς τον πωλητή. Στο άμεσο μέλλον ο 

πωλητής έχει την υποχρέωση να αγοράσει το χρεόγραφο που πούλησε χωρίς 

να κατέχει και να το επιστρέψει σε όποιον του το δάνεισε.  

Ανοιχτές πωλήσεις πραγματοποιούνται σε περιπτώσεις όπου ο πωλητής ε-

κτιμά ότι η τιμή του χρεογράφου θα είναι καθοδική και άρα πουλώντας το 

σήμερα σε υψηλότερη τιμή σε σχέση με αυτή στην οποία θα το επαναγορά-

σει στο μέλλον, θα έχει κέρδος από τη συναλλαγή. Στη βάση αυτής της 

στρατηγικής, ένας επενδυτής έχει τη δυνατότητα να πουλά ανοικτά χρεό-

γραφα των οποίων οι τιμές εκτιμά ότι θα κινηθούν καθοδικά και με τα κέρ-

δη να αγοράζει χρεόγραφα των οποίων οι τιμές εκτιμά ότι θα είναι ανοδικές. 

Με τον τρόπο αυτό είναι επομένως δυνατόν να δημιουργηθούν χαρτοφυλά-

κια χωρίς πεπερασμένο άνω όριο απόδοσης, στην περίπτωση που οι προσ-

δοκίες του επενδυτή επαληθευτούν. 

Έτσι, στην περίπτωση όπου επιτρέπονται οι ανοικτές πωλήσεις, το αποτελε-

σματικό μέτωπο θα είναι μια καμπύλη η οποία ξεκινώντας από το χαρτοφυ-

λάκιο ελαχίστου κινδύνου ( )mV , θα εκτείνεται στο άπειρο, καθώς δεν υ-

πάρχει άνω όριο αναμενόμενης απόδοσης (Σχήμα 1.4). 

Ιδιαίτερο ενδιαφέρον παρουσιάζει η μελέτη της περίπτωσης κατά την οποία 

το ακίνδυνο χρεόγραφο (risk-free security) εισάγεται στο φάσμα επιλογών 

του επενδυτή. Στην περίπτωση αυτή, ο επενδυτής είτε δανείζει στο επιτόκιο 

του ακίνδυνου χρεογράφου (riskless lending) (π.χ. αγορά ενός εντόκου 

γραμματίου του δημοσίου), είτε δανείζεται στο επιτόκιο του ακίνδυνου χρε-

ογράφου (riskless borrowing) (π.χ. ανοικτή πώληση ενός εντόκου γραμμα-

τίου του δημοσίου). 

Έστω χαρτοφυλάκιο επικίνδυνων χρεογράφων A  με αναμενόμενη απόδοση 

A
R  και το ακίνδυνο χρεόγραφο με απόδοση 

F
R . Ο συνδυασμός των δυο 

παραπάνω επενδύσεων σε ένα χαρτοφυλάκιο με ποσοστά επένδυσης X  και 

1 X−  αντίστοιχα θα έχει απόδοση:  

(1 )
P A F

R XR X R= + −  

Μη απαγόρευση 

ανοικτών  

πωλήσεων 
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Σχήμα 1.4: Το αποτελεσματικό μέτωπο στην περίπτωση  

όπου επιτρέπονται οι ανοικτές πωλήσεις 

 

Αντίστοιχα για την τυπική απόκλιση 
P

σ  της απόδοσης του χαρτοφυλακίου 

θα ισχύει: 

1/2
2 2 2 2

1/2
2 2

(1 ) 2 (1 )
P A F A F AF

P A

P A

P

A

X X X X

X

X

X

σ σ σ σ σ ρ

σ σ

σ σ

σ

σ

⎡ ⎤= + − + − ⇒⎣ ⎦

⎡ ⎤= ⇒⎣ ⎦

= ⇒

=

 

καθώς για την τυπική απόκλιση του ακίνδυνου χρεογράφου θα ισχύει σF = 0.  

Με αντικατάσταση στην απόδοση του χαρτοφυλακίου προκύπτει: 

(1 )P P

P A F

A A

A F

P F P

A

R R R

R R
R R

σ σ

σ σ

σ

σ

= + − ⇒

⎛ ⎞−
= + ⎜ ⎟

⎝ ⎠

 

Εισαγωγή  

του ακίνδυνου 

χρεογράφου 
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Από την παραπάνω σχέση προκύπτει ότι το αποτελεσματικό μέτωπο στην 

περίπτωση της εισαγωγής του ακίνδυνου χρεογράφου θα είναι μια ευθεία η 

οποία τέμνει τον άξονα της απόδοσης στο σημείο (0, )
F

R  και διέρχεται από 

το σημείο ( , )
A A
Rσ  (Σχήμα 1.5). Διαφορετικά σημεία πάνω στην ευθεία του 

αποτελεσματικού μετώπου, αντιπροσωπεύουν διαφορετικούς συνδυασμούς 

ποσοστών επένδυσης κεφαλαίου στο ακίνδυνο χρεόγραφο και στο χαρτο-

φυλάκιο επικίνδυνων χρεογράφων. Το τμήμα της ευθείας αριστερά του ση-

μείου A  περιλαμβάνει συνδυασμούς του χαρτοφυλακίου A  και του ακίν-

δυνου χρεογράφου, όταν ο επενδυτής έχει το ρόλο του δανειστή. Αντίθετα, 

το τμήμα της ευθείας δεξιά του σημείου A  περιλαμβάνει συνδυασμούς του 

χαρτοφυλακίου A  και του ακίνδυνου χρεογράφου, όταν ο επενδυτής έχει το 

ρόλο του δανειζόμενου. 

Σχήμα 1.5: Το αποτελεσματικό μέτωπο στην περίπτωση  

της εισαγωγής του ακίνδυνου χρεογράφου 

 

Έστω τώρα η γενικότερη περίπτωση κατά την οποία το ακίνδυνο χρεόγραφο 

είναι δυνατόν να συνδυαστεί με διάφορα χαρτοφυλάκια επικίνδυνων χρεο-

γράφων πάνω σε ένα αποτελεσματικό μέτωπο. Με βάση το Σχήμα 1.6, οι 

συνδυασμοί της ευθείας 
F

R B , υπερέχουν έναντι των συνδυασμών των ευ-

θειών 
F

R C  και 
F

R D , καθώς για δεδομένο επίπεδο κινδύνου προσφέρουν 

υψηλότερη απόδοση. 
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Σχήμα 1.6: Συνδυασμός του ακίνδυνου χρεογράφου με διάφορα 

χαρτοφυλάκια επικίνδυνων χρεογράφων 

 

Ένας επενδυτής ο οποίος αποστρέφεται τον κίνδυνο θα επιλέξει ένα χαρτο-

φυλάκιο πάνω στο τμήμα 
F

R B− , τοποθετώντας ένα μέρος του κεφαλαίου 

του στο ακίνδυνο χρεόγραφο και το υπόλοιπο στο χαρτοφυλάκιο επικίνδυ-

νων χρεογράφων B . Αντίθετα, ένας επενδυτής ο οποίος θα διαθέτει μεγα-

λύτερη ανοχή κινδύνου θα επιλέξει ένα χαρτοφυλάκιο πάνω στο τμήμα 

F
R H− , δανειζόμενος στο επιτόκιο του ακίνδυνου χρεογράφου και τοποθε-

τώντας τόσο το κεφάλαιο που έχει δανειστεί, όσο και το αρχικό του κεφά-

λαιο στο βέλτιστο χαρτοφυλάκιο επικίνδυνων χρεογράφων B .  

Σε κάθε περίπτωση όμως, όλοι οι επενδυτές, ανεξαρτήτως της ανοχής τους 

στον κίνδυνο, θα επιλέξουν να συνδυάσουν το ακίνδυνο χρεόγραφο με το 

ίδιο ακριβώς χαρτοφυλάκιο επικίνδυνων χρεογράφων, δηλαδή το χαρτοφυ-

λάκιο B . Η δυνατότητα καθορισμού του βέλτιστου χαρτοφυλακίου επικίν-

δυνων χρεογράφων στην περίπτωση που υπάρχει η δυνατότητα επένδυσης 

στο ακίνδυνο χρεόγραφο, χωρίς να απαιτείται γνώση για το προφίλ του ε-

πενδυτή, εκφράζει ένα ιδιαίτερα σημαντικό θεώρημα στο χώρο της χρημα-

τοοικονομικής, το θεώρημα του διαχωρισμού (separation theorem).  
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1.5 Τεχνικές Προσδιορισμού  
Αποτελεσματικών Μετώπων 

Στην παράγραφο αυτή, παρουσιάζονται οι τεχνικές για τον προσδιορισμό 

των αποτελεσματικών μετώπων, κατά τις περιπτώσεις όπου: 

i. Επιτρέπονται οι ανοικτές πωλήσεις και υπάρχει η δυνατότητα επέν-

δυσης στο ακίνδυνο χρεόγραφο. 

ii. Επιτρέπονται οι ανοικτές πωλήσεις και δεν υπάρχει η δυνατότητα ε-

πένδυσης στο ακίνδυνο χρεόγραφο. 

iii. Δεν επιτρέπονται οι ανοικτές πωλήσεις και υπάρχει η δυνατότητα ε-

πένδυσης στο ακίνδυνο χρεόγραφο. 

iv. Δεν επιτρέπονται οι ανοικτές πωλήσεις και δεν υπάρχει η δυνατότητα 

επένδυσης στο ακίνδυνο χρεόγραφο. 

Όπως επισημάνθηκε, η εισαγωγή του ακίνδυνου χρεογράφου στην ανάλυση 

συνεπάγεται την ύπαρξη ενός χαρτοφυλακίου επικίνδυνων χρεογράφων το 

οποίο θα προτιμάται έναντι όλων των άλλων. Ο προσδιορισμός του αποτε-

λεσματικού μετώπου στην περίπτωση όπου επιτρέπονται οι ανοικτές πωλή-

σεις και υπάρχει η δυνατότητα επένδυσης στο ακίνδυνο χρεόγραφο, βασίζε-

ται στη διαπίστωση ότι η ευθεία που συνδέει το ακίνδυνο χρεόγραφο με το 

βέλτιστο χαρτοφυλάκιο επικίνδυνων χρεογράφων είναι αυτή με τη μέγιστη 

κλίση (Σχήμα 1.7).  

Καθώς η κλίση μιας ευθείας η οποία συνδέει το ακίνδυνο χρεόγραφο με ένα 

χαρτοφυλάκιο επικίνδυνων χρεογράφων ισούται με τον λόγο της επιπρό-

σθετης απόδοσης (excess return) του χαρτοφυλακίου (δηλαδή της διαφο-

ράς μεταξύ της αναμενόμενης απόδοσης του χαρτοφυλακίου και της απόδο-

σης του ακίνδυνου χρεογράφου) προς την τυπική του απόκλιση, η μαθημα-

τική διατύπωση του προβλήματος για τον προσδιορισμό του αποτελεσματι-

κού μετώπου έχει ως εξής: 

Μεγιστοποίηση:    P F

P

R R
θ

σ

−

=  

Υπό τον περιορισμό:   
1

1

N

i

i

X

=

=∑  

Μη απαγόρευση 

ανοικτών  

πωλήσεων-

Ύπαρξη ακίνδυ-

νου χρεογράφου 
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Σχήμα 1.7: Προσδιορισμός του αποτελεσματικού μετώπου στην περί-

πτωση που επιτρέπονται οι ανοικτές πωλήσεις και υπάρ-

χει η δυνατότητα επένδυσης στο ακίνδυνο χρεόγραφο 

 

Το παραπάνω πρόβλημα είναι ένα πρόβλημα μεγιστοποίησης υπό περιορι-

σμούς, για την επίλυση του οποίου μπορούν να χρησιμοποιηθούν διάφορες 

τεχνικές, όπως η μέθοδος των πολλαπλασιαστών Lagrange κλπ. Εναλλακτι-

κά, ο περιορισμός του προβλήματος είναι δυνατόν να ενσωματωθεί στην 

αντικειμενική συνάρτηση και αυτή με τη σειρά της να μεγιστοποιηθεί ακρι-

βώς όπως στην περίπτωση ενός προβλήματος χωρίς περιορισμούς. 

Δεδομένου ότι:  

( )
1 1

1

N N

F F i F i F

i i

R R X R X R

= =

⎛ ⎞
= = =⎜ ⎟

⎝ ⎠
∑ ∑  

η αντικειμενική συνάρτηση είναι δυνατόν να γραφεί ως εξής: 

( )
1

1 2

2 2

1 1 1

1

N

i i F

i

N N N

i i i j ij

i i j
j

X R R

X X X

θ

σ σ

=

= = =

≠

−

=
⎡ ⎤
⎢ ⎥+
⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

∑

∑ ∑∑
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Τα ποσοστά 
k

X  του κεφαλαίου που επενδύεται σε κάθε χρεόγραφο και για 

τα οποία μεγιστοποιείται η αντικειμενική συνάρτηση θ  είναι δυνατόν να 

προσδιοριστούν με επίλυση του συστήματος των εξισώσεων που προκύπτει 

εάν ληφθούν όλες οι μερικές παράγωγοι 
k

Xθ∂ ∂  και τεθούν ίσες με μηδέν: 

( ) ( )

( )
( )

2 2
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1

3 2
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X

θ

σ σ

σ σ σ σ

σ

= = = =

≠
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∂

⎛ ⎞
⎡ ⎤⎜ ⎟− + + −⎢ ⎥⎜ ⎟ ⎣ ⎦⎜ ⎟
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Θέτοντας: 

( )
1
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1

N

i i F

i
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i i i j ij

i i j
j

X R R

X X X
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−

=

+

∑
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από την τελευταία εξίσωση προκύπτει: 

( ) 2

1

2

1

0

N

k F k k j kj

j
j k

N

k F k k j kj

j
j k
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=

≠
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≠
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Ορίζοντας ως νέα μεταβλητή την: 

k k
Z Xλ=  
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από την προηγούμενη έκφραση προκύπτει: 

2

1 1 2 2 1 1
... ...

i F i i i i N N i N Ni
R R Z Z Z Z Zσ σ σ σ σ

− −

− = + + + + + +  

Πιο αναλυτικά: 

2

1 1 1 2 12 3 13 1

2

2 1 12 2 2 3 23 2

2

3 1 13 2 23 3 3 3

2

1 1 2 1 3 1

...

...

...

.........

...

F N N

F N N

F N N

N F N N N N N

R R Z Z Z Z

R R Z Z Z Z

R R Z Z Z Z

R R Z Z Z Z

σ σ σ σ

σ σ σ σ

σ σ σ σ

σ σ σ σ
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− = + + + +

− = + + + +

 

Τα ποσοστά 
k

X  του κεφαλαίου που επενδύεται σε κάθε χρεόγραφο προκύ-

πτουν επιλύοντας το παραπάνω σύστημα για τις τιμές των 
1 2
, ,...,

N
Z Z Z  και 

κάνοντας χρήση της σχέσης  

1

N

k k i

i

X Z Z

=

= ∑ . 

Στην περίπτωση όπου επιτρέπονται οι ανοικτές πωλήσεις και δεν υπάρχει η 

δυνατότητα επένδυσης στο ακίνδυνο χρεόγραφο, το αποτελεσματικό μέτω-

πο προσδιορίζεται και πάλι με εφαρμογή της μεθοδολογίας που παρουσιά-

στηκε κατά την προηγούμενη περίπτωση. Για διάφορες τιμές της απόδοσης 

του ακίνδυνου χρεογράφου, το οποίο υποθετικά θεωρείται ότι υπάρχει, υπο-

λογίζονται τα αντίστοιχα βέλτιστα χαρτοφυλάκια, μέχρι να σαρωθεί όλο ο 

αποτελεσματικό μέτωπο (Σχήμα 1.8). 

Στην περίπτωση όπου δεν επιτρέπονται οι ανοικτές πωλήσεις και υπάρχει η 

δυνατότητα επένδυσης στο ακίνδυνο χρεόγραφο, το πρόβλημα είναι και πά-

λι ανάλογο με αυτό της πρώτης περίπτωσης όπου επιτρέπονται οι ανοικτές 

πωλήσεις και υπάρχει η δυνατότητα επένδυσης στο ακίνδυνο χρεόγραφο. Η  

διαφορά έγκειται στο ότι ένας νέος περιορισμός ενσωματώνεται στο πρό-

βλημα, καθώς πλέον δεν είναι δυνατόν να διατηρούνται αρνητικά ποσοστά 

επένδυσης σε κάποιο χρεόγραφο. 

Η μαθηματική διατύπωση του προβλήματος για τον καθορισμό του αποτε-

λεσματικού μετώπου στην περίπτωση αυτή έχει ως εξής: 

Μεγιστοποίηση:    P F

P

R R
θ

σ

−

=  

Υπό τους περιορισμούς:   
1

1

N

i

i

X

=

=∑  και 0
i

X ≥  

Μη απαγόρευση 

ανοικτών πωλή-

σεων- 

Μη ύπαρξη 

ακίνδυνου  

χρεογράφου 
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Σχήμα 1.8: Προσδιορισμός του αποτελεσματικού μετώπου στην πε-

ρίπτωση που επιτρέπονται οι ανοικτές πωλήσεις και δεν 

υπάρχει η δυνατότητα επένδυσης στο ακίνδυνο χρεό-

γραφο 

σP

E(RP)

RF2

A
RF3

RF1

B

C

 

Το παραπάνω πρόβλημα είναι ένα πρόβλημα τετραγωνικού προγραμματι-

σμού (quadratic programming), καθώς οι περιορισμοί είναι γραμμικοί, αλλά 

η αντικειμενική συνάρτηση περιέχει τους δευτεροβάθμιους όρους 2

i
X  και 

i j
X X . Για την επίλυση του προβλήματος αυτού γίνεται χρήση αλγορίθμων 

οι οποίοι βασίζονται στις συνθήκες Kuhn-Tucker (Kuhn-Tucker 

conditions). Η λογική χρησιμότητας των συνθηκών Kuhn-Tucker έχει να 

κάνει με το ότι εάν είναι δυνατόν να βρεθεί μια λύση η οποία να τις ικανο-

ποιεί, τότε η λύση αυτή θα αντιστοιχεί στο βέλτιστο χαρτοφυλάκιο. 

Στην αρχική περίπτωση κατά την οποία επιτρέπονται οι ανοικτές πωλήσεις 

και υπάρχει η δυνατότητα επένδυσης στο ακίνδυνο χρεόγραφο, η μέγιστη 

τιμή της αντικειμενικής συνάρτησης θ  προκύπτει αν ληφθούν οι μερικές 

παράγωγοι  
i

Xθ∂ ∂ και τεθούν ίσες με μηδέν. Η μέγιστη τιμή της αντικει-

μενικής συνάρτησης θ  αναπαρίσταται στο Σχήμα 1.9α με το σημείο M .  

 

Απαγόρευση 

ανοικτών πωλή-

σεων-Ύπαρξη 

ακίνδυνου  

χρεογράφου 
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Στην περίπτωση όπου δεν επιτρέπονται οι ανοικτές πωλήσεις ( 0)
i

X ≥ , το 

πρόβλημα που προκύπτει έχει να κάνει με το ότι η αντικειμενική συνάρτηση 

θ  μπορεί να λάβει τη μέγιστη τιμή της για τιμές 
i

X  που δεν ανήκουν στο 

πεδίο ορισμού της (δηλαδή για 0
i

X < ). Όπως φαίνεται και από το Σχήμα 

1.9β, η μέγιστη τιμή που δύναται να λάβει η αντικειμενική συνάρτηση θ , 

ικανοποιώντας συγχρόνως τη συνθήκη περί απαγόρευσης των ανοικτών 

πωλήσεων, αναπαρίσταται από το σημείο 'M .  

Συνεπώς, όταν η μέγιστη τιμή της αντικειμενικής συνάρτησης θ  παρατη-

ρείται για 0
i

X = , τότε θα ισχύει 0
i

Xθ∂ ∂ < , ενώ όταν η μέγιστη τιμή της 

παρατηρείται για 0
i

X > , τότε  θα ισχύει 0
i

Xθ∂ ∂ = . Γενικεύοντας, για την 

περίπτωση όπου δεν επιτρέπονται οι ανοικτές πωλήσεις, θα ισχύει: 

0

i
X

θ∂
≤

∂
 για 0

i
X ≥  

Σχήμα 1.9: Μεγιστοποίηση της αντικειμενικής συνάρτησης θ για τις 

διάφορες τιμές του ποσοστού Χi του κεφαλαίου που ε-

πενδύεται σε κάθε χρεόγραφο 

 




