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Κεφάλαιο 1

Βελτιστοποίηση

Ο σκοπός αυτού του κεφαλαίου είναι να εισαγάγει τον αναγνώστη στη ϑεωρία

της ϐελτιστοποίησης και να δώσει κάποιους ορισµούς που ϑα τον ϐοηθήσουν

να κατανοήσει καλύτερα τα προβλήµατα που επιλύονται στα επόµενα κεφάλαια

καθώς και τους λόγους που κάποιες από τις µεθόδους που παρουσιάζονται σε

αυτό το ϐιβλίο είναι κατάλληλες για την επίλυση κάποιου προβλήµατος ενώ δεν

µπορούν να χρησιµοποιηθούν εύκολα για την επίλυση κάποιου άλλου. Για τον

αναγνώστη που ενδιαφέρεται να αναζητήσει περισσότερες λεπτοµέρειες µπορεί

να ανατρέξει στην ακόλουθη ϐιβλιογραφία [2, 19, 28, 36, 42, 43, 44, 46, 53,

61, 77, 82, 83, 96, 97, 123, 135, 146, 150, 159, 171, 193, 232, 239, 245,

305, 319, 320, 329, 335, 345, 361, 362, 380, 392, 423, 424, 427].

Η Βελτιστοποίηση (Optimization) είναι η διαδικασία απόκτησης του ϐέλτι-

στου αποτελέσµατος κάτω από δεδοµένες καταστάσεις. Στο σχεδιασµό, στην

εφαρµογή και στη συντήρηση οποιουδήποτε επιχειρηµατικού σχεδίου οι απο-

ϕασίζοντες ϑα πρέπει να πάρουν πάρα πολλές τεχνολογικές και διοικητικές

αποφάσεις σε πάρα πολλά επίπεδα. Ο στόχος των αποφάσεων είναι είτε η ε-

λαχιστοποίηση του κόστους είτε η µεγιστοποίηση του κέρδους. Το κόστος και

το κέρδος σε οποιοδήποτε πρόβληµα µπορεί να εκφραστεί ως µια συνάρτηση

καθορισµένων µεταβλητών απόφασης, και έτσι, η ϐελτιστοποίηση µπορεί να

καθορισθεί ως η διαδικασία εύρεσης των συνθηκών που δίνουν τη µέγιστη ή

την ελάχιστη τιµή µιας συνάρτησης. Οι µέθοδοι αναζήτησης του ϐέλτιστου

είναι γνωστές και ως τεχνικές µαθηµατικού προγραµµατισµού και αποτελούν

µέρος της επιχειρησιακής έρευνας.

Η Επιχειρησιακή Έρευνα (Operations Research) είναι ο κλάδος των µαθη-

µατικών που ασχολείται µε την εφαρµογή επιστηµονικών µεθόδων και τεχνικών

σε προβλήµατα λήψης αποφάσεων µε στόχο την εύρεση και την εφαρµογή της

καλύτερης (ϐέλτιστης) λύσης. Το πεδίο της επιχειρησιακής έρευνας και της

27
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διοικητικής επιστήµης (management science) ασχολείται µε την ανάπτυ-

ξη και την εφαρµογή ποσοτικών τεχνικών για την επίλυση προβληµάτων που

αντιµετωπίζουν αποφασίζοντες σε διάφορους τοµείς.

Τα ϐήµατα που απαιτούνται για την λήψη µιας απόφασης σε ένα οργανισµό

είναι τα ακόλουθα:

1. Αναγνώριση της ανάγκης. Η αντίληψη ότι κάποιες δράσεις πρέπει να

γίνουν ή να γίνουν καλύτερα.

2. Καθορισµός του προβλήµατος. Στο ϐήµα αυτό περιλαµβάνονται η ακρι-

ϐής περιγραφή των στόχων της µελέτης, ο καθορισµός των εναλλακτικών

αποφάσεων του συστήµατος και η αναγνώριση των ορίων, των περιορισµών

και των απαιτήσεων του συστήµατος.

3. Κατασκευή του µαθηµατικού προτύπου. Τα µαθηµατικά πρότυπα, όπως

ϑα δούµε και αναλυτικά στη συνέχεια, καθορίζουν ϱητά τη σχέση των

δεδοµένων εισόδου (µεταβλητές, περιορισµοί και παράµετροι) µε τα δεδο-

µένα εξόδου (τιµή του κριτηρίου ϐελτιστοποίησης που εκφράζεται µε την

αντικειµενική συνάρτηση).

4. Συλλογή δεδοµένων. Τα δεδοµένα του προβλήµατος απεικονίζουν τις

πραγµατικές συνθήκες στην επιχείρηση.

5. Επίλυση του µαθηµατικού προτύπου. Για την επίλυση του µαθηµατικού

προτύπου έχει αναπτυχθεί ένας πολύ µεγάλος αριθµός από τεχνικές, α-

νάλογα µε την δοµή του προβλήµατος.

6. Επεξεργασία της λύσης του µαθηµατικού προτύπου. Αφού επιλυθεί κά-

ποιο πρότυπο είναι αναγκαία η ύπαρξη ανάλυσης ευαισθησίας. Αυτή η

ανάλυση ϑα εστιασθεί στην αξιοπιστία τόσο του προτύπου όσο και της λύ-

σης.

7. Υλοποίηση των τελικών αποτελεσµάτων.

Τα ϐήµατα που περιγράφτηκαν προηγουµένως δεν πρέπει να ϑεωρηθούν ως

ένα άκαµπτο σύνολο από ϐήµατα όπου κάποιος εισέρχεται στο ένα άκρο και

εξέρχεται από το άλλο άκρο, αντίθετα αναµένεται στην επίλυση οποιουδήποτε

προβλήµατος ένας πολύ µεγάλος αριθµός από επαναλήψεις διαφόρων ϐηµάτων

και από τροποποιήσεις της στρατηγικής σε διάφορα ϐήµατα.

Στη µορφοποίηση ενός προβλήµατος ϐελτιστοποίησης περιλαµβάνονται τα α-

κόλουθα τρία ϐασικά σύνολα στοιχείων:
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1. Μεταβλητές απόφασης (decision variables). Οι µεταβλητές απόφασης

είναι οι άγνωστοι που πρέπει να καθοριστούν από την επίλυση του προτύ-

που. Οι παράµετροι αποτελούν τις µεταβλητές ελέγχου του συστήµατος.

2. Περιορισµοί (constraints). Για την µέτρηση των ϕυσικών περιορισµών

του συστήµατος, το πρότυπο πρέπει να περιέχει περιορισµούς που να

περιορίζουν τις µεταβλητές απόφασης στις εφικτές (επιτρεπτές) τιµές του.

Ένα πρόβληµα κατατάσσεται σε διαφορετικές κατηγορίες ϐάση της ϕύσης

των περιορισµών του (γραµµικοί, ακέραιοι, µη γραµµικοί κ.τ.λ.).

3. Αντικειµενική συνάρτηση (objective function). Η αντικειµενική συ-

νάρτηση καθορίζει το µέτρο της αποτελεσµατικότητας του συστήµατος ως

µαθηµατική συνάρτηση των µεταβλητών απόφασής του. Για παράδειγ-

µα, αν ο αντικειµενικός στόχος του συστήµατος είναι η µεγιστοποίηση

του συνολικού κέρδους, η αντικειµενική συνάρτηση πρέπει να καθορίζει

το κέρδος σε όρους των µεταβλητών απόφασης. Γενικά η ϐέλτιστη (op

timal) λύση ενός µοντέλου επιτυγχάνεται όταν οι αντίστοιχες τιµές των

µεταβλητών απόφασης οδηγούν στην ϐέλτιστη τιµή της αντικειµενικής

συνάρτησης ικανοποιώντας ταυτόχρονα όλους τους περιορισµούς.

Τα προβλήµατα ϐελτιστοποίησης µπορούν να ταξινοµηθούν λαµβάνοντας υπό-

ψη τα ακόλουθα [131]:

• Τον αριθµό των µεταβλητών που επηρεάζουν την αντικειµενική συνάρτη-

ση. Υπάρχει διαφορετική αντιµετώπιση στην επίλυση του προβλήµατος αν

υπάρχει µία ή αν υπάρχουν παραπάνω µεταβλητές.

• Τον τύπο των µεταβλητών. Αν οι µεταβλητές είναι συνεχείς τότε λέµε ότι

έχουµε ένα πρόβληµα συνεχούς ϐελτιστοποίησης (continuous opti

mization problem). Εάν οι µεταβλητές είναι ακέραιες τότε το πρόβληµα

ϑεωρείται ως ένα πρόβληµα ακέραιας ή διακριτής ϐελτιστοποίησης

(integer ή discrete optimization problem). Ένα πρόβληµα που έ-

χει και συνεχείς και ακέραιες µεταβλητές ονοµάζεται πρόβληµα µεικτής

ακέραιας ϐελτιστοποίησης (mixed integer optimization problem).

Προβλήµατα ακέραιας ϐελτιστοποίησης όπου η µοντελοποίηση και οι λύ-

σεις τους αντιστοιχούν σε µοντέλα δικτύου και µπορούν να περιγραφούν

από ένα γράφηµα ονοµάζονται προβλήµατα συνδυαστικής ϐελτιστο-

ποίησης (combinatorial optimization problems).

• Το ϐαθµό της µη γραµµικότητας της αντικειµενικής συνάρτησης. Τα

γραµµικά προβλήµατα ϐελτιστοποίησης (linear programming prob
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lems) έχουν γραµµική αντικειµενική συνάρτηση και γραµµικούς περιο-

ϱισµούς. Ένα πρόβληµα τετραγωνικού προγραµµατισµού (quadratic

optimization problem) είναι ένα πρόβληµα µη-γραµµικού προγραµµα-

τισµού µε τετραγωνική αντικειµενική συνάρτηση και γραµµικούς περιο-

ϱισµούς. Όταν είτε η αντικειµενική συνάρτηση είτε/ή και κάποιος ή και

ακόµα όλοι οι περιορισµοί είναι µη γραµµικοί τότε το πρόβληµα ονοµάζε-

ται πρόβληµα µη γραµµικού προγραµµατισµού (nonlinear program

ming problems).

• Τους περιορισµούς που χρησιµοποιούνται. Ένα πρόβληµα µπορεί να µη

χρησιµοποιεί περιορισµούς οπότε ονοµάζεται πρόβληµα ϐελτιστοποίη-

σης χωρίς περιορισµούς (unconstrained optimization problem) ή

να χρησιµοποιεί περιορισµούς είτε ισότητας είτε ανισότητας οπότε ονο-

µάζεται πρόβληµα ϐελτιστοποίησης µε περιορισµούς (constrained

optimization problem).

• Αν το πρόβληµα έχει µία ή περισσότερες λύσεις (unimodal ή multi

modal).

• Αν το πρόβληµα έχει ένα ή περισσότερα κριτήρια (στόχους) (single

objective ή multiobjective optimization problem).

• Αν κάποια ή και όλες οι µεταβλητές είναι πιθανολογικές (µη - αιτιοκρατι-

κές ή στοχαστικές) τότε το πρόβληµα ονοµάζεται πρόβληµα στοχαστικής

ϐελτιστοποίησης (stochastic optimization problem).

• Αν η αντικειµενική συνάρτηση ή και οι περιορισµοί µεταβάλλονται στο

χρόνο τότε το πρόβληµα ονοµάζεται πρόβληµα δυναµικής ϐελτιστοποί-

ησης (dynamic optimization problem).

Το γενικευµένο πρόβληµα ϐελτιστοποίησης (ελαχιστοποίησης) χωρίς πε-

ϱιορισµούς µοντελοποιείται ως ακολούθως:

minf(x) (1.1)

υπό

xi, i = 1, · · · , n ∈ dom(xi) (1.2)

όπου f είναι η αντικειµενική συνάρτηση του προβλήµατος, x είναι οι µεταβλη-

τές και dom(x) είναι το πεδίο τιµών της κάθε µεταβλητής. Το πρόβληµα ϑα
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µπορούσε να είναι µεγιστοποίησης όπου αντί για min ϑα είχαµε max. Επίσης,

αν το πρόβληµα είναι συνεχούς ϐελτιστοποίησης τότε οι µεταβλητές x παίρνουν

τιµές από το σύνολο των πραγµατικών αριθµών R ενώ αν το πρόβληµα είναι

ακέραιας ϐελτιστοποίησης τότε οι µεταβλητές x παίρνουν τιµές από το σύνολο

των ακεραίων αριθµών Z.

Το γενικευµένο πρόβληµα ϐελτιστοποίησης (ελαχιστοποίησης) µε περιο-

ϱισµούς µοντελοποιείται ως ακολούθως:

minf(x) (1.3)

υπό

hj(x) = 0, j = 1, · · · , p (1.4)

gk(x) ≤ 0, k = 1, · · · , l (1.5)

xi, i = 1, · · · , n ∈ dom(xi) (1.6)

όπου µε hj συµβολίζουµε τους p περιορισµούς ισότητας και µε gk συµβολίζουµε

τους l περιορισµούς ανισότητας του προβλήµατος.

Η ϐελτιστοποίηση πολλαπλών αντικειµενικών συναρτήσεων (multiobjec

tive optimization) αποτελεί ένα πρόβληµα σχεδιασµού ενός µοντέλου το οποίο

χαρακτηρίζεται από περισσότερες από µια συναρτήσεις ή κριτήρια (στόχους).

Αν οι συναρτήσεις δεν έχουν κάποιο κοινό χαρακτηριστικό τότε το πρόβληµα

που προκύπτει είναι η εύρεση εκείνου του µοντέλου που ικανοποιεί όλες τις

αντικρουόµενες συναρτήσεις. Σκοπός είναι η επίλυση του προβλήµατος ϐελ-

τιστοποίησης που υπόκειται σε συγκεκριµένες συναρτήσεις και περιορισµούς.

Το πρόβληµα αυτό καλείται πρόβληµα ϐελτιστοποίησης πολλαπλών κρι-

τηρίων [474]. Ένα πρόβληµα ϐελτιστοποίησης πολλαπλών αντικειµενικών

συναρτήσεων µπορεί να µοντελοποιηθεί ως ακολούθως [92]:

minf(x) = [f1(x), f2(x), · · · , fm(x)] (1.7)

υπό

hj(x) = 0, j = 1, · · · , p (1.8)

gk(x) ≤ 0, k = 1, · · · , l (1.9)
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όπου x = [x1, x2, · · · , xn] το διάνυσµα των µεταβλητών απόφασης, fi, i =
1, · · · ,m οι αντικειµενικές συναρτήσεις του προβλήµατος, και gk, k = 1, · · · , l
και hj, j = 1, · · · , p είναι οι περιορισµοί του προβλήµατος.

Η ∆υναµική Βελτιστοποίηση αποτελείται από προβλήµατα ϐελτιστοποίησης

που περιλαµβάνουν αλλαγές µέσα στο χρόνο. Οι αλλαγές µπορεί να εµφανί-

Ϲονται στην αντικειµενική συνάρτηση ή/και στους περιορισµούς. Όταν εµφα-

νιστεί η αλλαγή οι λύσεις που έχουν ϐρεθεί µπορεί να µην είναι πλέον εφικτές

οπότε πρέπει να ϐρεθεί µία διαδικασία που να οδηγεί ξανά σε ϐέλτιστες λύσεις.

Η µοντελοποίηση ενός γενικευµένου προβλήµατος δυναµικής ϐελτιστοποίησης

είναι η ακόλουθη:

maxf(X, t) (1.10)

υπό hj(X, t) = 0, j = 1, · · · , p (1.11)

gk(X, t) ≤ 0, k = 1, · · · , l (1.12)

X = [x1, x2, · · · , xn]
T (1.13)

όπου f είναι η αντικειµενική συνάρτηση του προβλήµατος, X το διάνυσµα των

µεταβλητών απόφασης, t το χρονικό διάστηµα που µας ενδιαφέρει να εξετάσου-

µε το πρόβληµα, hj οι περιορισµοί ισότητας και gk οι περιορισµοί ανισότητας

του προβλήµατος.

Στη συνδυαστική ϐελτιστοποίηση έχει αναπτυχθεί ένας πολύ µεγάλος αριθ-

µός αλγορίθµων για την επίλυση των διαφόρων προβληµάτων. Τα πιο σηµαντι-

κά προβλήµατα είναι:

• τα προβλήµατα εύρεσης της συντοµότερης διαδροµής. Είναι από τα

ϐασικότερα προβλήµατα ϱοών σε δίκτυα. Το πρόβληµα της συντοµότερης

διαδροµής εµφανίζεται άµεσα ή έµµεσα σε ένα µεγάλο αριθµό από εφαρ-

µογές της πραγµατικής Ϲωής, όπως στα προβλήµατα δροµολόγησης οχη-

µάτων, σε προβλήµατα επενδύσεων, σε προβλήµατα ελέγχου αποθεµάτων

κτλ. Οι ϐασικότεροι αλγόριθµοι επίλυσης προβληµάτων ϱοής ελαχίστου

κόστους για την εύρεση της συντοµότερης διαδροµής είναι ο αλγόριθµος

Dĳkstra και ο αλγόριθµος Ford.

• Το πρόβληµα της µέγιστης ϱοής. Το πρόβληµα της µέγιστης ϱοής και το

πρόβληµα της εύρεσης της συντοµότερης διαδροµής είναι συµπληρωµα-

τικά µεταξύ τους. Αυτό συµβαίνει γιατί και τα δύο µπορούν να ϑεωρηθούν

ως υποπροβλήµατα σε αλγόριθµους για την επίλυση του προβλήµατος ϱο-

ής ελαχίστου κόστους. Τα δύο αυτά προβλήµατα όµως διαφέρουν µεταξύ

τους γιατί ενώ τα προβλήµατα εύρεσης της συντοµότερης διαδροµής εξε-
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τάζουν - µορφοποιούν τα κόστη των τόξων αλλά όχι τις χωρητικότητες των

τόξων, τα προβλήµατα µέγιστης ϱοής εξετάζουν - µορφοποιούν χωρητικό-

τητες των τόξων άλλα όχι τα κόστη. Οι ϐασικότεροι αλγόριθµοι για την επί-

λυση του προβλήµατος µέγιστης ϱοής είναι ο αλγόριθµος FordFulkerson

και ο αλγόριθµος Dinic.

• Το πρόβληµα του ελάχιστου τανύοντος δένδρου (Minimal Spanning

Tree  MST) είναι αυτό στο οποίο αναζητείται ένα τανύον δένδρο του G
µε τον ελάχιστο ολικό σταθµό cT . Το πρόβληµα της εύρεσης ενός ελάχι-

στου τανύοντος δένδρου εµφανίζεται στις εφαρµογές σχεδιασµού δικτύων

(για παράδειγµα επικοινωνίας υπολογιστών, µεταφοράς υγρών καυσίµων,

κλπ.) ή αυτούσιο ή ως υποπρόβληµα. Οι ϐασικότεροι αλγόριθµοι για την

επίλυση του προβλήµατος ελαχίστου τανύοντος δένδρου είναι ο αλγόριθ-

µος Prim και ο αλγόριθµος Kruskall.

Ένας αλγόριθµος που µπορεί να χρησιµοποιηθεί στη συνδυαστική ϐελτιστο-

ποίηση αλλά και γενικότερα σε προβλήµατα ϐελτιστοποίησης είναι η µέθοδος

του δυναµικού προγραµµατισµού. Ο δυναµικός προγραµµατισµός είναι

µια µέθοδος για την επίλυση προβληµάτων ϐελτιστοποίησης ϐασιζόµενος σε

µια µη-ϱητή (αλλά πλήρη) απαρίθµηση όλων των πιθανών λύσεων. Η ιδέα

του δυναµικού προγραµµατισµού είναι πολύ απλή και στηρίζεται στην αρχή

του ϐέλτιστου που διατυπώθηκε από τον Bellman το 1952. Αρχικά παρου-

σιάστηκε για τη ϐελτιστοποίηση της ακολουθητικής διαδικασίας αποφάσεων.

Τα προβλήµατα που µπορούν να επιλυθούν µε τη χρήση του δυναµικού προ-

γραµµατισµού είναι προβλήµατα που η λύση τους µπορεί να παρουσιαστεί ως

το αποτέλεσµα µιας ακολουθίας αποφάσεων. Για πολλά προβλήµατα αυτής της

µορφής, µια ϐέλτιστη ακολουθία αποφάσεων µπορεί να ϐρεθεί παίρνοντας µία

απόφαση τη ϕορά µε ϐέλτιστο κόστος.

Ο ∆υναµικός Προγραµµατισµός [123] συνήθως µειώνει δραστικά το µέγεθος

των δυνατών λύσεων προσπαθώντας να απορρίψει την απαρίθµηση κάποιων

λύσεων που δεν µπορούν µε κανένα τρόπο να οδηγήσουν στο ϐέλτιστο. Στον

δυναµικό προγραµµατισµό µια ϐέλτιστη ακολουθία αποφάσεων προέρχεται

κάνοντας χρήση της Αρχής του Βέλτιστου (Principle of Optimality) [123].

Αυτή η αρχή αναφέρει ότι µια ϐέλτιστη ακολουθία αποφάσεων έχει την ιδιότη-

τα ότι οποιαδήποτε και αν είναι η αρχική κατάσταση και οι αρχικές αποφάσεις,

οι εναποµείναντες αποφάσεις πρέπει να αποτελούν µια ϐέλτιστη ακολουθία α-

ποφάσεων σε σχέση µε την κατάσταση που έχει έρθει το πρόβληµα ϐάσει της

αρχικής απόφασης.

Ένας πολύ σηµαντικός αλγόριθµος που οδηγεί στην εύρεση του ολικού ϐέλτι-

στου σε προβλήµατα συνδυαστικής ϐελτιστοποίησης είναι ο αλγόριθµος δια-
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κλάδωσης και οριοθέτησης (branch and bound algorithm) [335] όπου µε τη

χρήση ελεγχόµενης απαρίθµησης και χαλάρωσης ή / και δυϊκότητας, προβλή-

µατα ακεραίου προγραµµατισµού λύνονται µε τη υποδιαίρεση ενός εφικτού

συνόλου S σε ένα σύνολο από υποσύνολα {Si : i = 1, · · · , k} και έπειτα µε

την επίλυση του προβλήµατος για κάθε ένα από τα υποσύνολα αυτά. Λέ-

µε ότι το {Si : i = 1, · · · , k} είναι µια υποδιαίρεση του S αν ∪k
i=1S

i = S.

Μια υποδιαίρεση ονοµάζεται τµηµατοποίηση (partition) αν Si ∩ Sj = ∅ για

i, j = 1, · · · , k, i 6= j. Η µέθοδος στηρίζεται στη γνώριµη ιδέα του διαίρει και

ϐασίλευε. Με άλλα λόγια αν είναι τόσο δύσκολο να ϐελτιστοποιήσεις στο σύ-

νολο S, ίσως το πρόβληµα να µπορεί να λυθεί κάνοντας ϐελτιστοποίηση σε

µικρότερα σύνολα και στη συνέχεια ϐάζοντας τα αποτελέσµατα µαζί.
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Κεφάλαιο 2

Απλοί Ευρετικοί Αλγόριθµοι και

Αλγόριθµοι Τοπικής Αναζήτησης

2.1 Απλοί Ευρετικοί Αλγόριθµοι

Σε αυτό το κεφάλαιο παρουσιάζονται οι ευρετικοί αλγόριθµοι. Η επίλυση ενός

προβλήµατος ϐελτιστοποίησης και ιδιαίτερα συνδυαστικής ϐελτιστοποίησης γί-

νεται ολοένα και δυσκολότερη όσο αυξάνει το µέγεθος του προβλήµατος και

πολλές ϕορές το να προσπαθούµε να ϐρούµε την ολικά ϐέλτιστη λύση σε λο-

γικό χρόνο είναι πρακτικά αδύνατο. Για να επιλυθούν προβλήµατα αυτής της

µορφής συχνά καταφεύγουµε σε διαφορετικές τεχνικές που µας οδηγούν σε

µια σχεδόν ϐέλτιστη, αλλά ικανοποιητική λύση. Μια λύση ενός ευρετικού αλ-

γορίθµου γίνεται αποδεκτή αν ικανοποιεί κάποια κριτήρια όπως η ποιότητα

της λύσης, δηλαδή η απόκλισή της από τη ϐέλτιστη, η ευκολία απόκτησης

µιας λύσης, η λογική πάνω στην οποία στηρίζονται οι κανόνες του ευρετικού

αλγορίθµου που χρησιµοποιήθηκαν για να οδηγηθούµε στη λύση. Για κάθε

πρόβληµα ϐελτιστοποίησης δεν υπάρχει µονάχα ένας ευρετικός αλγόριθµος

που να δίνει τη ϐέλτιστη λύση, αλλά έχουν αναπτυχθεί αρκετοί αλγόριθµοι οι

οποίοι συγκρινόµενοι µεταξύ τους, οδηγούν ολοένα και σε καλύτερες λύσεις.

Ένα σηµείο που πρέπει να διευκρινιστεί αφορά την ποιότητα της λύσης. Σε

µερικά προβλήµατα, όπως αναφέρθηκε, είναι αδύνατο να ϐρεθεί η ϐέλτιστη

λύση για κάποιο πρόβληµα σε ικανοποιητικό χρόνο, και έτσι γεννιέται το ερώ-

τηµα: Πώς είναι δυνατό να είµαστε ϐέβαιοι για την ποιότητα της λύσης που

προέκυψε από τον αλγόριθµο που αναπτύξαµε; Η απάντηση δεν είναι εύκολο

να δοθεί. Ένας απλός αλλά και ο πιο συνηθισµένος τρόπος απόδειξης είναι να

δηµιουργήσουµε µικρότερα παραδείγµατα από αυτό που ϑέλουµε να λύσουµε,

τα οποία µπορούµε να τα λύσουµε µε κάποια ακριβή µέθοδο, και να δούµε πό-

37
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σο κοντά στο ϐέλτιστο είναι η λύση που παίρνουµε µε τη χρήση του ευρετικού

αλγορίθµου. Ένας άλλος τρόπος είναι η δηµιουργία ενός ϕράγµατος αποδε-

κτής λύσης µε την επίλυση ενός χαλαρωµένου προβλήµατος, για παράδειγµα

µε τη διαδικασία διακλάδωσης και οριοθέτησης (branch and bound), και έτσι

όλες οι λύσεις που ϑα πάρουµε µε τη χρήση του ευρετικού αλγορίθµου και που

η τιµή τους δεν ϑα παραβιάζει την τιµή του ϕράγµατος ϑα είναι ικανοποιητικές.

Σε αυτό το κεφάλαιο παρουσιάζονται στη συνέχεια διάφορες κατηγορίες ευρε-

τικών αλγορίθµων, η κάθε µία από τις οποίες έχει κάποια ιδιαίτερα χαρακτηρι-

στικά που ϑα περιγραφούν στη συνέχεια. Οι κατηγορίες των αλγορίθµων αυτών

είναι οι ακόλουθες:

• Αλγόριθµοι απληστίας (greedy algorithms). Οι αλγόριθµοι απληστίας

προσπαθούν να οδηγήσουν σε µια εφικτή λύση του προβλήµατος, αλλά

πολλές ϕορές χρειάζονται πάρα πολύ µεγάλο χρόνο γιατί είναι µυωπικοί

αλγόριθµοι, δηλαδή ϐλέπουν µόνο µπροστά.

• Προσεγγιστικοί αλγόριθµοι (approximation algorithms). Οι προσεγγιστι-

κοί αλγόριθµοι προσπαθούν να λύσουν αυτό το πρόβληµα χρησιµοποιώ-

ντας επιπλέον πληροφορία.

• Αλγόριθµοι τοπικής αναζήτησης (local search algorithms). Οι αλγόριθµοι

τοπικής αναζήτησης προσπαθούν ξεκινώντας από µια αρχική εφικτή λύση

να ϐελτιώσουν τη λύση µε κάποια µέθοδο αναζήτησης στη γειτονιά της

λύσης.

Η ϐασική διαφορά των τριών κατηγοριών είναι ότι οι δύο πρώτες κατηγορίες

χρησιµοποιούνται για να παράγουµε µία αρχική λύση ενώ η τρίτη, και για αυτό

το λόγο παρουσιάζεται σε χωριστή παράγραφο, προσπαθεί να ϐελτιώσει µία ήδη

υπάρχουσα λύση. Το παράδειγµα που ακολουθεί [188] παρακίνησε τη µελέτη

των προσεγγιστικών αλγορίθµων και είναι το πρώτο που αντιµετωπίστηκε µε το

µεθοδολογικό πλαίσιο των προσεγγιστικών αλγορίθµων.

Φανταστείτε τον εαυτό σας ότι ϐρίσκεστε στην εργασία σας στις 9 το πρωί, έχετε

οχτώ µηχανήµατα τα οποία δεν µπορούν να είναι έτοιµα για δουλειά πριν

της 10 το πρωί και 147 διαφορετικές δουλειές που πρέπει να γίνουν από τα

µηχανήµατα, κάθε µία από αυτές µε διαφορετική χρονική διάρκεια. Επίσης,

στις 9 το ϐράδυ έχει στην τηλεόραση ένα αγώνα µπάσκετ που δεν ϑέλετε µε

τίποτα να χάσετε, αλλά που πρέπει για να τον δείτε να έχουν τα µηχανήµατα

ολοκληρώσει όλες τις δουλειές. Ο στόχος σας είναι να εκχωρήσετε δουλειές στα

µηχανήµατα µε τέτοιο τρόπο ώστε να είστε στο σπίτι όσο νωρίτερα γίνεται.
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Το πρόβληµα αυτό ανήκει στην κατηγορία των µη πολυωνυµικά δύσκολων

(NPHard) προβληµάτων [345], που σηµαίνει ότι όχι µόνο δεν είναι γνωστός

κάποιος εφικτός αλγόριθµος για την επίλυση του προβλήµατος αλλά είναι α-

πίθανο να υπάρχει ένας τέτοιος αλγόριθµος. Για πολλά χρόνια προβλήµατα

αυτού του τύπου επιλύονταν είτε µε εργαλεία από τον ακέραιο προγραµµατι-

σµό είτε µε τη ϐοήθεια κάποιων πρωταρχικών ευρετικών αλγορίθµων (ιδιαίτερα

αναφέρονται πρωταρχικοί αλγόριθµοι απληστίας). Αν χρησιµοποιήσουµε ακέ-

ϱαιο προγραµµατισµό, πρέπει να ϐρούµε πάνω και κάτω όρια για να περιορί-

σουµε το πρόβληµα µε την ελπίδα να πέσουµε σε µια ϐέλτιστη λύση. Ο χρόνος

που χρειάζεται για την επίλυση ακόµα και ενός µικρού µεγέθους προβλήµατος

µε αυτές τις µεθόδους είναι υπερβολικός. Αντίθετα, ο χρήστης διακόπτει τη

διαδικασία απαρίθµησης είτε όταν η τρέχουσα λύση κρίνεται ικανοποιητική,

είτε όταν ο χρόνος επίλυσης έχει περάσει κάποιο λογικό όριο. Όµως οι αλγό-

ϱιθµοι ακεραίου προγραµµατισµού δεν παρέχουν καµία εγγύηση. Κανείς δεν

µπορεί να εγγυηθεί ότι µετά από πέντε λεπτά που ϑα τρέχει ακόµα ο αλγό-

ϱιθµος ϑα µπορούµε να πάρουµε µια σηµαντικά καλύτερη λύση, ή µετά από

πέντε ακόµα µέρες που ϑα τρέχει ο αλγόριθµος ϑα µπορούµε να οδηγηθούµε

σε µια µικρή έστω ϐελτίωση της λύσης. Εκτός από την εγγύηση της ποιότη-

τας της λύσης και τον λογικό χρόνο επίλυσης, το κλασικό εργαλείο ακεραίου

προγραµµατισµού, ο αλγόριθµος διακλάδωσης και οριοθέτησης (Branch and

Bound), χρειάζεται πολύ καλά ϕράγµατα τα οποία είναι εφικτές λύσεις, όπως

επίσης και πολύ καλές εκτιµήσεις των τιµών του ϐέλτιστου (κάτω ϕράγµατα

για προβλήµατα ελαχιστοποίησης - πάνω ϕράγµατα για προβλήµατα µεγιστο-

ποίησης). Οι προσεγγιστικοί αλγόριθµοι καλύπτουν τόσο την εγγύηση για την

εύρεση λύσης όσο και ότι ϑα έχουµε στη διάθεση µας µια καλή εφικτή λύση.

Επιστρέφουµε στο πρόβληµα µας, η ώρα είναι λίγα λεπτά πριν από τις 10 και

είναι πολύ αργά για να αρχίσουµε να δοκιµάζουµε µια διαδικασία διακλάδω-

σης και οριοθέτησης, αφού µπορεί να ϕθάσουµε να συγκρίνουµε τη λύση µε

µια λύση που µπορούµε να µαντέψουµε τυχαία. Αντίθετα, δεν ϑα ήταν καλύ-

τερο να χρησιµοποιήσουµε κάποια µέθοδο (για παράδειγµα ανάθεση εργασιών

στα µηχανήµατα µε ϐάση τη ϕορά των δεικτών του ϱολογιού) για να ϐρούµε

µια λογική λύση; Έστω, εκχωρούµε µια δουλειά σε ένα µηχάνηµα µόλις αυτό

γίνει διαθέσιµο. Αυτό ακούγεται λογικό, αλλά µε ένα γρήγορο υπολογισµό

ανακαλύπτουµε ότι η τελευταία δουλειά ϑα τερµατιστεί στις 10 το ϐράδυ. Ο

αλγόριθµος που περιγράψαµε για να δώσουµε λύση στο πρόβληµα είναι ένας

κλασικός ευρετικός αλγόριθµος.

Οι ευρετικοί αλγόριθµοι δουλεύουν γρήγορα και αποτελεσµατικά. Η ποιότη-

τα της λύσης όµως που παρέχουν είναι ένα εντελώς διαφορετικό ϑέµα. Πριν

από την εµφάνιση της µεθόδου ανάλυσης των προσεγγιστικών αλγορίθµων η
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απόδοση ενός ευρετικού αλγορίθµου κρινόταν από δοκιµαστικά τρεξίµατα σε

ένα σύνολο από παραδείγµατα προβληµάτων αναφοράς και συγκρινόταν µε

την απόδοση άλλων αλγορίθµων που επέλυαν το ίδιο πρόβληµα. Αυτή η µέ-

ϑοδος είχε πάντοτε κάποια προβλήµατα. Αρχικά, το σύνολο των προβληµάτων

που δοκιµαζόταν ήταν ένα µικρό δείγµα αλλά συνήθως όχι αντιπροσωπευτικό

όλων των παραδειγµάτων ενός συγκεκριµένου προβλήµατος. Επίσης, µια κα-

λή ϐελτίωση της λύσης σε κάποιο παράδειγµα σε σύγκριση µε κάποιον άλλο

αλγόριθµο δεν σηµαίνει και γενικά ϐελτίωση της λύσης σε οποιοδήποτε πα-

ϱάδειγµα. Είναι ξεκάθαρο ότι χρειάζεται µια ανάλυση για το πόσο καλή είναι

η λύση που µπορεί να µας δώσει ένας αλγόριθµος απληστίας και γενικότερα

ένας ευρετικός αλγόριθµος.

Η δηµιουργία µίας αρχικής λύσης είναι µία πολύ σηµαντική διαδικασία για

την αποτελεσµατικότητα του αλγορίθµου. Αν η αρχική λύση είναι καλή µπορεί

να οδηγήσει πιο γρήγορα τον αλγόριθµο σε σύγκλιση. Από την άλλη µεριά µία

πολύ κακή αρχική λύση ϑεωρητικά ϑα αργήσει να συγκλίνει σε κάποια καλή

λύση. Συνήθως, υπάρχουν δύο τρόποι για να δηµιουργηθεί µία αρχική λύση.

Ο πρώτος τρόπος είναι µε τη χρήση µίας τυχαιοποιηµένης διαδικασίας κατάλ-

ληλα προσαρµοσµένης στο πρόβληµα που επιλύουµε και ο δεύτερος τρόπος

µε τη χρήση κάποιου αλγόριθµου απληστίας. Από τη µέθοδο που ϑα χρησιµο-

ποιήσουµε στη ϕάση της τοπικής αναζήτησης εξαρτάται και ο τρόπος που ϑα

επιλέξουµε για να δηµιουργήσουµε τις αρχικές λύσεις. Έτσι, για παράδειγ-

µα, αν έχουµε ένα συνεχές πρόβληµα είναι καλύτερο να δηµιουργήσουµε τις

αρχικές λύσεις µε τυχαίο τρόπο. Αντίθετα, σε ένα πρόβληµα συνδυαστικής ϐελ-

τιστοποίησης είναι πιο αποτελεσµατικό να δηµιουργήσουµε τις αρχικές λύσεις

µε ένα αλγόριθµο απληστίας. Επίσης, αν έχουµε ένα αλγόριθµο που χρησιµο-

ποιεί ένα πληθυσµό από λύσεις για να ϐελτιώσει τις λύσεις του κατά τη διάρκεια

των επαναλήψεων, τότε είτε ϑα δηµιουργήσουµε τις αρχικές λύσεις µε τυχαίο

τρόπο είτε ϑα πρέπει να χρησιµοποιήσουµε πολλούς διαφορετικούς αλγορίθ-

µους απληστίας ή συνδυασµό των δύο µεθόδων (για παράδειγµα τη διαδικασία

άπληστης τυχαιοποιηµένης προσαρµοστικής αναζήτησης (παράγραφος 3.6) ).

Το ϐασικό στοιχείο σε αυτή τη κατηγορία αλγορίθµων είναι ότι εξαρτώνται από

το πρόβληµα που επιλύουν. Έτσι διαφορετικοί αλγόριθµοι απληστίας χρησι-

µοποιούνται στο πρόβληµα του πλανόδιου πωλητή (κεφάλαιο 13) και διαφορε-

τικοί σε κάποιο άλλο πρόβληµα, για παράδειγµα στο πρόβληµα του σακιδίου.

Ένας προσεγγιστικός αλγόριθµος είναι πάντοτε πολυωνυµικός και εκτιµάται

από τη χειρότερη περίπτωση του πιθανώς σχετικού λάθους σε όλα τα πιθανά

παραδείγµατα του προβλήµατος. Ένας αλγόριθµος Α µπορεί να ϑεωρηθεί ως

ένας δ - προσεγγιστικός αλγόριθµος για ένα πρόβληµα ελαχιστοποίησης P αν

για κάθε παράδειγµα Ι του P δίνει µια λύση η οποία είναι το πολύ δ ϕορές
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µεγαλύτερη από τη ϐέλτιστη. Φυσικά, δ > 1 και όσο πιο κοντά είναι στη

µονάδα τόσο καλύτερα. Οµοίως, για προβλήµατα µεγιστοποίησης ένας δ -

προσεγγιστικός αλγόριθµος δίνει για κάθε παράδειγµα Ι µια λύση που είναι

τουλάχιστον δ ϕορές µεγαλύτερη από τη µέγιστη. Σε αυτή την περίπτωση

δ < 1. Το δ αναφέρεται συνήθως ως ϱυθµός προσέγγισης, ή ως εγγύηση

απόδοσης, ή ως ϱυθµός µελέτης χειρότερης περίπτωσης. Ο αλγόριθµος που

περιγράφτηκε προηγούµενα για τη λύση του προβλήµατος µας δίνει µια λύση

µε σχετικό λάθος όχι παραπάνω από 100%. Πράγµα που σηµαίνει ότι είναι ένας

2 - προσεγγιστικός αλγόριθµος. Έχουν ϐρεθεί και ευρετικοί αλγόριθµοι που

δίνουν καλύτερα αποτελέσµατα από ότι αυτός για το συγκεκριµένο πρόβληµα,

για παράδειγµα µε 4
3

ϱυθµό λάθους. Έτσι, µε τον τελευταίο αλγόριθµο σε 10

ώρες ϑα έχουν τελειώσει όλες οι µηχανές, δηλαδή στις 8 το ϐράδυ.

Στη συνέχεια ϑα δούµε επιπλέον στοιχεία για τους προσεγγιστικούς αλγόριθ-

µους. Ακόµα υποθέτουµε ότι ένας πολυωνυµικός αλγόριθµος δίνει µια εφικτή

λύση σε κάποιο NPHard πρόβληµα που έχει ένα σύνολο από παραδείγµατα Ι.

Ένας πολυωνυµικός αλγόριθµος Α, λέγεται ότι είναι ένας δ - προσεγγιστικός

αλγόριθµος εάν για κάθε παράδειγµα προβλήµατος Ι µε µια ϐέλτιστη λύση

OPT (I) ισχύει ότι

OPT (I) ≤ δ. (2.1)

Όπως αναφέρθηκε προηγουµένως το δ ≥ 1 ισχύει για προβλήµατα ελαχιστο-

ποίησης και το δ ≤ 1 για προβλήµατα µεγιστοποίησης. Η µικρότερη τιµή που

µπορεί να πάρει το δ είναι ο ϱυθµός προσέγγισης (απόδοσης) RA του αλγορίθ-

µου Α.

Η τιµή του δ αναφέρεται συνήθως µε τους ακόλουθους όρους:

• Όριο χειρότερης περίπτωσης (Worst case bound).

• Απόδοση χειρότερης περίπτωσης (Worst case performance).

• Παράγοντας προσέγγισης (Approximation factor).

• Ρυθµός προσέγγισης (Approximation ratio).

• Ρυθµός λάθους (Error ratio).

Ο απόλυτος ϱυθµός απόδοσης, RA, ενός προσεγγιστικού αλγορίθµου Α είναι:

RA = inf{r ≥ 1|RA(I) ≤ r για όλα τα παραδείγµατα I} (2.2)
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ενώ ο ασυµπτωτικός ϱυθµός απόδοσης, R∞
A για το Α είναι:

R∞
A = inf{r ≥ 1|∃n ∈ Z+, RA(I) ≤ r∀Is.t.I ≥ n} (2.3)

Η αποτελεσµατικότητα ενός προσεγγιστικού αλγορίθµου είναι ένα άλλο πολύ

σηµαντικό σηµείο. Αφού υποθέτουµε ότι κάθε προσεγγιστικός αλγόριθµος εί-

ναι πολυωνυµικός, υπάρχει µια τεράστια ποικιλία πολυωνυµικών αλγορίθµων

που κάποιοι από αυτούς είναι αναποτελεσµατικοί και χωρίς καµία πρακτική

σηµασία. Ένα άλλο σηµείο που µας ενδιαφέρει είναι ο χρόνος που απαιτείται

από ένα πολυωνυµικό αλγόριθµο έτσι ώστε να προσεγγίσουµε µια καλύτερη

λύση.

Μια οικογένεια από προσεγγιστικούς αλγορίθµους για ένα πρόβληµα P, {Aǫ}ǫ,
ονοµάζεται πολυωνυµικό προσεγγιστικό διάγραµµα, εάν ο αλγόριθµος Aǫ είναι

(1 + ǫ)−προσεγγιστικός αλγόριθµος και ο χρόνος εκτέλεσης του είναι πολυω-

νυµικός στο µέγεθος των δεδοµένων εισόδου για ένα καθορισµένο ǫ.

Μια οικογένεια από προσεγγιστικούς αλγορίθµους για ένα πρόβληµα P, {Aǫ}ǫ,
ονοµάζεται πλήρως πολυωνυµικό προσεγγιστικό διάγραµµα, εάν ο αλγόριθµος

Aǫ είναι (1 + ǫ)−προσεγγιστικός αλγόριθµος και ο χρόνος εκτέλεσης του είναι

πολυωνυµικός στο µέγεθος των δεδοµένων εισόδου και του 1
ǫ
.

2.2 Αλγόριθµοι Τοπικής Αναζήτησης

Η τοπική αναζήτηση ϐασίζεται [345] στην αρχαιότερη µέθοδο ϐελτιστοποίησης,

στη µέθοδο δοκιµής και σφάλµατος. Η τοπική αναζήτηση έχει αποδειχθεί πολύ

επιτυχηµένη στην πράξη σε ένα πολύ µεγάλο αριθµό από προβλήµατα συνδυα-

στικής ϐελτιστοποίησης. Στη συνέχεια περιγράφεται ένας γενικός αλγόριθµος.

∆οθέντος ενός προβλήµατος ϐελτιστοποίησης (F, c), όπου F είναι ένα εφικτό

σύνολο και c είναι το κόστος, επιλέγουµε τη γειτονιά (η επιλογή της γειτονιάς

αναζήτησης εξαρτάται από το πρόβληµα που επιλύεται και από τον αλγόριθµο

τοπικής αναζήτησης που χρησιµοποιείται για να επιλυθεί το πρόβληµα αυτό)

N : F −→ 2F (2.4)

στην οποία εφαρµόζεται αναζήτηση για να ϐρεθεί µια καλύτερη λύση από την

αρχική αν υπάρχει κάποιο σηµείο s ∈ N που να έχει µικρότερο κόστος από το

κόστος που έχουµε αυτή τη στιγµή. Για όσο χρονικό διάστηµα µία καλύτερη
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λύση υπάρχει, αντικαθιστούµε την υπάρχουσα και συνεχίζουµε την αναζήτηση

µέχρι το σηµείο που ϑα ϐρούµε κάποιο τοπικό ελάχιστο και η λύση που έχουµε

δεν ϑα ϐελτιώνεται παραπάνω. Σε ένα γενικό αλγόριθµο τοπικής αναζήτησης

αρχίζουµε από µια αρχική εφικτή λύση t ∈ F και χρησιµοποιούµε µία υπο-

ϱουτίνα για να ψάξουµε για µια καλύτερη λύση στη γειτονιά της αρχικής λύσης.

Όσο ϐρίσκεται µια ϐελτιωµένη λύση, την εφαρµόζουµε και επαναλαµβάνουµε

τη διαδικασία αναζήτησης από τη νέα λύση. Όταν ϕθάσουµε σε τοπικό ελάχι-

στο σταµατάµε.

διαδικασία local_search

begin

s µια αρχική λύση του προβλήµατος

do while ϐρίσκεται µια ϐελτιωµένη λύση (improve(s))

s = improve(s)

return s

end

Ένα πολύ σηµαντικό χαρακτηριστικό της τοπικής αναζήτησης είναι το γεγο-

νός ότι µπορεί να εκτελείται από πολλά διαφορετικά αρχικά σηµεία και να

επιλέγεται το καλύτερο ως ϐέλτιστη λύση. Σε αυτές τις περιπτώσεις µια άλλη

απόφαση που πρέπει να παρθεί είναι πόσα ϑα είναι τα αρχικά σηµεία που ϑα

πρέπει να επιλέξουµε. Το επόµενο πρόβληµα που πρέπει να επιλυθεί για να

είµαστε σε ϑέση να πούµε ότι η τοπική αναζήτηση που εφαρµόζουµε οδηγεί σε

ικανοποιητικά αποτελέσµατα είναι το ότι ϑα πρέπει να γίνει σωστή επιλογή της

γειτονιάς που ϑα πραγµατοποιηθεί η αναζήτηση.

Μία λύση s′ στη γειτονιά της αρχικής λύσης s (s ∈ N(s)) ονοµάζεται γείτονας

της s. Ένας γείτονας δηµιουργείται µε την εφαρµογή ενός τελεστή κίνησης

m που πραγµατοποιεί µία µικρή διαταραχή στη λύση s. Η ϐασική αρχή που

πρέπει να χαρακτηρίζει µία γειτονιά είναι η τοπικότητα. Τοπικότητα είναι η

επίδραση στη λύση όταν πραγµατοποιείται µία κίνηση (διαταραχή) στην ανα-

παράσταση της λύσης. Όταν γίνονται µικρές αλλαγές στην αναπαράσταση τότε

στη λύση πρέπει να αντανακλώνται αυτές οι αλλαγές. Σε αυτή την περίπτωση

ορίζουµε ότι η γειτονιά έχει ισχυρή τοπικότητα. Ο όρος ασθενής τοπικότητα

χαρακτηρίζεται από µεγάλες αλλαγές στη λύση. Η δοµή της γειτονιάς εξαρ-

τάται από το πρόβληµα που ϑέλουµε να επιλύσουµε. Έτσι, για παράδειγµα

αν έχουµε ένα συνεχές πρόβληµα τότε η γειτονιά είναι ένας κύκλος γύρω από

το s µε ακτίνα ǫ. Αν από την άλλη µεριά έχουµε ένα διακριτό πρόβληµα, η
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γειτονιά είναι ένα σύνολο από σηµεία, όπου το κάθε σηµείο ϐρίσκεται σε µία

απόσταση d ≤ ǫ όπου το ǫ είναι και στις δύο περιπτώσεις µία παράµετρος που

εξαρτάται από τη δοµή του προβλήµατος και τη µέθοδο που έχουµε επιλέξει

για να κινηθούµε από το ένα σηµείο στο άλλο.

Τέλος, το σηµαντικότερο ίσως στοιχείο για την επιτυχία της διαδικασίας είναι η

επιλογή της µεθόδου που ϑα χρησιµοποιηθεί για την αναζήτηση. Στη ϐιβλιο-

γραφία του προβλήµατος υπάρχουν αρκετές µέθοδοι που έχουν εφαρµοστεί

για την επίλυση του προβλήµατος η κάθε µία όµως από αυτές εστιάζεται στο

πρόβληµα το οποίο επιλύουµε. ∆ηλαδή τελείως διαφορετικές µέθοδοι τοπικής

αναζήτησης υπάρχουν για να επιλυθεί το πρόβληµα του πλανόδιου πωλητή και

τελείως διαφορετικές για το πρόβληµα του σακιδίου. Κάποιες από αυτές πα-

ϱουσιάζονται στο κεφάλαιο 13.

Συνοπτικά, τα σηµαντικότερα προβλήµατα που πρέπει να αντιµετωπιστούν κα-

τά τη διάρκεια της ϕάσης της σχεδίασης ενός αλγορίθµου τοπικής αναζήτησης

είναι:

• Το πρώτο, όπως είπαµε και παραπάνω, είναι η επιλογή της γειτονιάς, και

αυτό σχετίζεται µε την ανησυχία που υπάρχει για το αν είναι ή όχι εφικτή

η λύση.

• Το δεύτερο πολύ σηµαντικό στοιχείο που πρέπει να αντιµετωπίσουµε εί-

ναι η ποιότητα της αρχικής λύσης. Είναι ένα πολύ σηµαντικό στοιχείο,

γιατί όσο καλύτερη είναι η αρχική λύση τόσο περισσότερες πιθανότητες

υπάρχουν να οδηγηθούµε ευκολότερα και γρηγορότερα σε ϐελτίωση της

λύσης µε τη χρήση της τοπικής αναζήτησης.

• Το τρίτο και σηµαντικότερο στοιχείο για την επιτυχία του αλγορίθµου εί-

ναι η µέθοδος που ϑα χρησιµοποιηθεί για να ϐελτιώσει την αρχική λύση.

Οι περισσότερες µέθοδοι που έχουν αναπτυχθεί στη ϐιβλιογραφία παρου-

σιάζουν σηµαντικά προβλήµατα όσον αφορά την ποιότητα της λύσης που

επιστρέφουν και αυτό γιατί αν κάποια στιγµή πέσουν σε τοπικό ελάχιστο

είναι πολύ δύσκολο να ξεκολλήσουν από εκεί. Από τις µεθόδους που έ-

χουν αναπτυχθεί και που αποφεύγουν εύκολα την παγίδα του κολλήµατος

σε τοπικά ελάχιστα είναι και η µέθοδος LinKernigham [255].

Κατά τη διάρκεια της διαδικασίας τοπικής αναζήτησης ϑα οδηγηθούµε σε κά-

ποιο τοπικό ελάχιστο. Το τοπικό ελάχιστο εµφανίζεται όταν για όλα τα σηµεία

που µπορούµε να κινηθούµε µέσα στη γειτονιά αναζήτησης δεν υπάρχει πιθα-

νότητα να ϐρεθεί κάποια καλύτερη λύση. Ο στόχος είναι να ϐρούµε ένα όσο

το δυνατό καλύτερο τοπικό ελάχιστο. ∆ύο διαφορετικές γειτονιές αναζήτησης,
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για το ίδιο πρόβληµα, ϑα παράγουν δύο διαφορετικά τοπικά ελάχιστα. Πολλές

ϕορές έχουν αναπτυχθεί µέθοδοι που εξερευνούν µονάχα ένα µέρος από τη

γειτονιά αναζήτησης και όχι ολόκληρη και στη συνέχεια χρησιµοποιούν µία

διαφορετική γειτονιά αναζήτησης. Οι γειτονιές αναζήτησης που εξετάζουν ονο-

µάζονται γειτονιές αναζήτησης µεταβλητού µήκους (variable depth search).

Αναλυτικά αυτό που µπορούµε να πούµε για την τοπική αναζήτηση είναι ότι

µπορεί να ϑεωρηθεί ως ο παλιότερος και απλούστερος µεθευρετικός αλγόριθ-

µος [425]. Όπως έχει ήδη αναφερθεί, αρχίζουµε µε κάποια δεδοµένη λύση,

όπως όλοι οι µεθευρετικοί αλγόριθµοι που ϑα περιγράψουµε στη συνέχεια. Η

λύση παράγεται είτε µε τυχαίο τρόπο είτε µε κάποιο αλγόριθµο απληστίας. Σε

κάθε επανάληψη ο αλγόριθµος αντικαθιστά την τρέχουσα λύση µε µία γειτο-

νική λύση που ϐελτιώνει την αντικειµενική συνάρτηση. Η αναζήτηση σταµατά

όταν όλες οι υποψήφιες γειτονιές έχουν εξερευνηθεί και καµία καλύτερη λύση

δεν έχει ϐρεθεί, πράγµα που σηµαίνει ότι ϐρέθηκε ένα τοπικό ελάχιστο. Αν έ-

χουµε µεγάλες γειτονιές αναζήτησης τότε οι υποψήφιες λύσεις µπορεί να είναι

ένα υποσύνολο της συνολικής γειτονιάς. Η µη εξερεύνηση όλης της γειτονιάς

γίνεται για να επιταχύνουµε τη διαδικασία. Οι αλγόριθµοι τοπικής αναζήτησης

µπορεί να ταξινοµηθούν ανάλογα µε τον τρόπο που δηµιουργείται η γειτονιά

αναζήτησης για παράδειγµα αν η γειτονιά δηµιουργείται µε κάποιο καθορι-

σµένο τρόπο ή αν η γειτονιά αναζήτησης παράγεται µε στοχαστικό τρόπο είτε

ανάλογα µε το τρόπο που επιλέγεται µία καλύτερη λύση.

Από µία αρχική λύση s0 ο αλγόριθµος τοπικής αναζήτησης ϑα δηµιουργήσει

µία ακολουθία από καλύτερες λύσεις s1, s2, · · · , sk που έχουν τα ακόλουθα

χαρακτηριστικά [425]:

• Υπό κάποιες συνθήκες, για παράδειγµα, αν το κριτήριο σταµατήµατος

είναι ο µέγιστος αριθµός επαναλήψεων, το µέγεθος του k είναι γνωστό εκ

των προτέρων

• si+1 ∈ N(si), ∀ i ∈ [0, k − 1].

• Για ένα πρόβληµα ελαχιστοποίησης ισχύει ότι f(si+1) < f(si), ∀ i ∈ [0, k−
1].

• Το sk είναι τοπικό ελάχιστο αν ισχύει ότι f(sk) < f(s), ∀ s ∈ N(sk).

Πολλές στρατηγικές µπορούν να χρησιµοποιηθούν για την επιλογή µίας καλύ-

τερης γειτονικής λύσης. Η πρώτη είναι η στρατηγική που ϐρίσκει τη ϐέλτιστη

ϐελτίωση (best improvement strategy). Στη συγκεκριµένη στρατηγική όλες οι

πιθανές κινήσεις δοκιµάζονται και αυτή που δίνει τη µεγαλύτερη ϐελτίωση επι-

λέγεται. Αυτός ο τρόπος είναι πιο αποτελεσµατικός από τους υπόλοιπους αλλά




