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4
Κυρτό περίβληµα στο επίπεδο

Στο προηγούµενο κεφάλαιο µελετήσαµε µη κυρτά πολύγωνα στο επίπεδο και, σε σχέση

µε αυτά τα πολύγωνα, συζητήσαµε προβλήµατα ορατότητας. Περνάµε τώρα στη µελέτη

κυρτών πολυγώνων και µελετάµε το θεµελιώδες πρόβληµα του κυρτού περιβλήµατος

(convex hull) σηµείων, γνωστό και ως κυρτή θήκη, στο επίπεδο (σχήµα 4.1).

Στην πρώτη ενότητα, παρουσιάζουµε ορισµένες έννοιες σε δύο διαστάσεις, όπως

την έννοια του ακραίου σηµείου σε δεδοµένο σηµειοσύνολο και της αντίστοιχης ευθείας

στήριξης. Για µεγαλύτερη αυστηρότητα, αναφερόµαστε στους µετασχηµατισµούς του

επιπέδου οι οποίοι αφήνουν τα ακραία σηµεία αµετάβλητα· o αναγνώστης µπορεί να

παραλείψει αυτή τη συζήτηση χωρίς να αντιµετωπίσει πρόβληµα στην κατανόηση των

επόµενων ενοτήτων. Η κυρτότητα θα αποτελέσει µια πολύ ισχυρή έννοια, η οποία οδη-

γεί σε πληθώρα εφαρµογών, από την Ροµποτική και την Αναγνώριση Προτύπων, µέχρι

την Υπολογιστική Άλγεβρα.

Σχήµα 4.1: Κυρτό περίβληµα σηµείων στο επίπεδο.
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Παρουσιάζονται, στη συνέχεια, διαφορετικοί αλγόριθµοι για το πρόβληµα της κα-

τασκευής κυρτού περιβλήµατος (ΚΠ2), µε έµφαση στον αλγόριθµο περιτύλιξης και τον

αυξητικό αλγόριθµο, οι οποίοι θα γενικευθούν στο επόµενο κεφάλαιο σε µεγαλύτερη

διάσταση. Για τον αλγόριθµο περιτύλιξης, δείχνουµε πως είναι ευαίσθητος εξόδου, ενώ

για τον αυξητικό αλγόριθµο παρουσιάζουµε µια ανάλυση της αναµενόµενης πολυπλο-

κότητάς του. Επίσης, παρουσιάζεται η µέθοδος ∆ιαίρει και βασίλευε. Μελετάµε την

ασυµπτωτική πολυπλοκότητα χειρότερης περίπτωσης όλων των παραπάνω αλγορίθµων

και δείχνουµε πως, για ορισµένους αλγορίθµους, αυτή η πολυπλοκότητα είναι βέλτιστη.

Μια σύγχρονη ερευνητική κατεύθυνση είναι ο επανασχεδιασµός γνωστών αλγορίθ-

µων έτσι ώστε να καταναλώνουν µνήµη σταθερής πολυπλοκότητας, πέραν αυτής που

είναι απαραίτητη για την αποθήκευση των δεδοµένων. Τέτοιοι αλγόριθµοι καλούνται

επιτόπιοι (in place) και αποκτούν ιδιαίτερη σηµασία στην εποχή των µαζικών δεδοµέ-

νων και του ∆ιαδικτύου. Περισσότερες πληροφορίες για προβλήµατα σχετικά µε κυρτά

πολύγωνα θα βρείτε στα βιβλία [CLRS01, dBvKOS97, O’R98, PS85].

4.1 Ακραία σηµεία

Ξεκινάµε µε ένα παράδειγµα ενός συνόλου δεδοµένων µε δύο παραµέτρους, δηλαδή

ενός συνόλου σηµείων στο επίπεδο. Το παράδειγµα υπογραµµίζει ορισµένα χαρακτηρι-

στικά του προβλήµατος του κυρτού περιβλήµατος και οδηγεί σε έναν αυστηρό ορισµό

της έννοιας των ακραίων σηµείων. Για λόγους πληρότητας, µελετώνται γραµµικοί, Ευ-

κλείδειοι και αφινικοί µετασχηµατισµοί στο επίπεδο, οι οποίοι όµως δεν είναι απαραί-

τητοι για τη συνέχεια.

Παράδειγµα 4.1 Θεωρούµε 5 παίκτες µιας οµάδας µπάσκετ και για καθέναν το βάρος

του και το ύψος του. To παράδειγµα οφείλεται στον Raimund Seidel.

Ορισµένοι παίκτες προφανώς αποτελούν ακραίες περιπτώσεις, π.χ. ο Β, που έχει

ελάχιστο βάρος, ή ο Ε, που έχει ελάχιστο ύψος και µέγιστο βάρος. Ο Γ σίγουρα δεν

αποτελεί ακραία περίπτωση, αλλά πώς θα το εκφράζαµε αυτό αλγοριθµικά, δηλαδή µε

τι τρόπο θα κωδικοποιούσαµε την πληροφορία αυτή στον υπολογιστή;

Πιο δύσκολο είναι να αποφασίσουµε στην περίπτωση του ∆: αποτελεί ακραία πε-

ρίπτωση ή όχι; Το άθροισµα των συντεταγµένων του ισούται µε 102,18, το οποίο είναι

Όνοµα Βάρος [kg] Ύψος [m]

Α 75 2,30

Β 50 1,65

Γ 80 1,82

∆ 100 2,18

E 125 1,59

Πίνακας 4.1: Στοιχεία οµάδας µπάσκετ στο παράδειγµα 4.1.
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A

Γ

∆

Β Ε

Σχήµα 4.2: Τα σηµεία που προκύπτουν από το παράδειγµα 4.1: ο οριζόντιος και o κα-

τακόρυφος άξονας εκφράζει βάρος και ύψος αντίστοιχα.

µικρότερο από το 126,59, δηλαδή το αντίστοιχο άθροισµα του Ε. Το παράδοξο όµως εί-
ναι πως αν εκφραστεί το ύψος όλων των παικτών σε cm, τότε τα αντίστοιχα αθροίσµατα

γίνονται 318 και 284 για τους ∆ και Ε και η ανισότητα αντιστρέφεται.
Για το λόγο αυτό, εισάγεται η έννοια της ευθείας στήριξης που επιτρέπει τον ορισµό

του ακραίου σηµείου ανεξάρτητα από τη µονάδα µέτρησης. Θα δούµε παρακάτω πως

το ∆ είναι ακραίο ανεξάρτητα του συστήµατος συντεταγµένων. �

H συζήτηση της ενότητας αυτής θα επιτρέψει ορισµούς ανεξάρτητους από οποια-

δήποτε γραµµική αλλαγή των συντεταγµένων. Θα δούµε παρακάτω πιο αυστηρά πώς

αυτές οι αλλαγές συντεταγµένων αντιστοιχούν σε µία αλλαγή του συστήµατος αξόνων.

Ξεκινάµε µε την επισήµανση πως κάθε ευθεία ορίζει δύο ηµιεπίπεδα. Θυµηθείτε

πως κάθε ευθεία, όπως και γενικότερα κάθε αλγεβρική καµπύλη, εκφράζεται είτε αλγε-

βρικά είτε παραµετρικά. Ο πρώτος τρόπος ορίζει την ευθεία ως το σύνολο των λύσεων

µιας γραµµικής αλγεβρικής εξίσωσης

{(x, y) ∈ R2 : a1x + a2y + a0 = 0},
όπου a0, a1, a2 ∈ R. Ο δεύτερος τρόπος εκφράζει τα σηµεία της ευθείας ως ζεύγη τιµών

γραµµικών πολυωνύµων ως προς µία παράµετρο t ∈ R η οποία παίρνει τιµές σε ένα

διάστηµα, για παράδειγµα

x = a0 + a1t, y = b0 + b1t, t ∈ [0, 1],

όπου a0, a1, b0, b1 ∈ R. Ένα ηµιεπίπεδο λέγεται ανοικτό αν δεν περιέχει την ευθεία που
το ορίζει και κλειστό αν την περιέχει.

Ορισµός 4.1 Στο επίπεδο, ένα σηµείο ονοµάζεται ακραίο (extreme point) ως προς ένα

δεδοµένο σύνολο σηµείων αν υπάρχει ευθεία η οποία περνά από το σηµείο και αφήνει

όλα τα άλλα σηµεία στο ένα από τα δύο ανοικτά ηµιεπίπεδα που αυτή ορίζει. Η ευθεία

αυτή ονοµάζεται ευθεία στήριξης (supporting line).
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Παράδειγµα 4.2 [Συνέχεια του παραδείγµατος 4.1] Στο παράδειγµα 4.1, µία ευθεία στή-

ριξης είναι η x = 125, η οποία περνά από το Ε και αφήνει όλα τα σηµεία στο αριστερό
της κλειστό ηµιεπίπεδο. Eποµένως το Ε είναι ακραίο σηµείο, κάτι που συµφωνεί µε το

διαισθητικό µας ορισµό περί ακραίου σηµείου. To E είναι ακραίο, µε ευθεία στήριξης

την y = 1,59.
Μεγαλύτερο ενδιαφέρον παρουσιάζει η περίπτωση του σηµείου ∆ το οποίο είναι

ακραίο, αλλά εδώ είναι πιο δύσκολο να υπολογίσουµε την ευθεία στήριξης. Το παρακά-

τω λήµµα θα διευκολύνει αυτόν τον υπολογισµό. �

Για τη συνέχεια, όπως και για µετέπειτα ενότητες, είναι πολύ χρήσιµo να αντιστοιχί-

σουµε κάθε σηµείο του επιπέδου σε ένα διάνυσµα διάστασης 2 µε στοιχεία τις συντεταγ-

µένες του σηµείου. Τυπικά, πρόκειται για ένα διάνυσµα µε αρχή την αρχή των αξόνων

και τέλος το δεδοµένο σηµείο. Ο χώρος των σηµείων στο Ευκλείδειο επίπεδο διαφέρει

από το διανυσµατικό χώρο R2, όπου ορίζεται το µήκος, η διεύθυνση και η φορά κάθε

διανύσµατος, καθώς και πράξεις µεταξύ τους. Για την απλούστευση όµως της συζήτη-

σης δεν θα επιµείνουµε στη διαφοροποίηση µεταξύ των δύο εννοιών και θα σηµειώνου-

µε µε R2 το επίπεδο των σηµείων καθώς και τον αντίστοιχο διανυσµατικό χώρο. Tην

ίδια απλούστευση θα χρησιµοποιήσουµε και σε µεγαλύτερες διαστάσεις.

Λήµµα 4.2 Ένα σηµείο (a, b) είναι ακραίο ως προς δεδοµένο σηµειοσύνολο και έχει
ευθεία στήριξης µε εξίσωση px + qy = r, όπου p, q, r ∈ R, αν και µόνο αν (ανν) το
εσωτερικό γινόµενο του διανύσµατος (p, q) µε τα σηµεία του συνόλου είναι αυστηρά
µεγαλύτερο ή αυστηρά µικρότερο από το γινόµενο µε τo (a, b).

Παρατηρήστε πως η συνθήκη pa + qb = r δηλώνει ότι η ευθεία στήριξης περνά από

το ακραίο σηµείο (a, b). Επίσης, το διάνυσµα (p, q) είναι κάθετο στην ευθεία. Στην
ενότητα 4.2.3, η οποία µελετά κυρτά περιβλήµατα σηµείων, το αντίστοιχο διάνυσµα

καλείται εξωτερική ή εσωτερική κάθετος, ανάλογα µε το αν (outer / inner normal) το

εσωτερικό γινόµενο µεγιστοποιείται ή ελαχιστοποιείται στο σηµείο (a, b).

Παράδειγµα 4.3 [Συνέχεια του παραδείγµατος 4.1] Ξαναγυρνάµε τώρα στην περίπτω-

ση του σηµείου ∆. Σύµφωνα µε το λήµµα, για να δείξουµε πως το σηµείο είναι ακραίο,

το πρώτο βήµα είναι να βρούµε ένα διάνυσµα (p, q) µε το οποίο το εσωτερικό γινόµενο
µεγιστοποιείται στο ∆. Έστω (p, q) = (1, 1). Θεωρώντας ότι οι συντεταγµένες των ση-
µείων εκφράζονται σε kg και cm, τα Α, ∆ και Ε έχουν εσωτερικό γινόµενο 305, 318 και

284. Εποµένως το (1, 1) είναι εξωτερική κάθετος, δεδοµένου ότι τα υπόλοιπα σηµεία
έχουν µικρότερο εσωτερικό γινόµενο.

Για να δείξουµε πως το ∆ είναι ακραίο, αρκεί τώρα να βρούµε το r, τέτοιο ώστε η

ευθεία στήριξης x+ y = r να περνά από το ∆. Συνεπώς µε r = 318 ορίζεται η ευθεία που
καθιστά το ∆ ακραίο σηµείο.

Τι γίνεται όµως αν οι συντεταγµένες των σηµείων εκφραστούν σε kg και m; Το εσω-

τερικό γινόµενο του ∆ µε το διάνυσµα (1, 1) ισούται µε 102,18, το οποίο είναι µικρότερο
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από το 126,59, δηλαδή το αντίστοιχο εσωτερικό γινόµενο του Ε. Αλλά αν διαλέξουµε
ως διάνυσµα το (1, 100), τότε το γινόµενο µεγιστοποιείται στο ∆, αποδεικνύοντας και
πάλι πως το ∆ είναι ακραίο. �

Στην επόµενη ενότητα θα δείξουµε πως τα ακραία σηµεία σηµειοσυνόλου είναι κα-

λώς ορισµένα. Για µια αυστηρή µελέτη των σχετικών εννοιών, καθώς και της έννοιας

της κυρτότητας, χρειαζόµαστε ορισµένους ορισµούς.

4.1.1 Συνδυασµοί σηµείων και Μετασχηµατισµοί

Στην ενότητα αυτή µελετάµε αντικείµενα τα οποία αντιστοιχούν σε µη πεπερασµένα

σηµειοσύνολα και ορίζονται από ένα πεπερασµένο σύνολο σηµείων. Στη συνέχεια εξε-

τάζουµε µετασχηµατισµούς στο επίπεδο.

Παράδειγµα 4.4 Ας δούµε ορισµένα αντικείµενα που ορίζονται από τα σηµεία (1, 0) και
(0, 1). Το σύνολο των γραµµικών συνδυασµών {λ1(1, 0) + λ2(0, 1) : λi ∈ R} είναι ολό-
κληρο το επίπεδο, ενώ αν απαιτήσουµε να ισχύει λ1+λ2 = 1, τότε το σύνολο αντιστοιχεί
στην ευθεία που περνά από τα (1, 0), (0, 1). �

Έστω σηµεία a1, . . . , an στο επίπεδο. Καλείται γραµµικός συνδυασµός (linear com-

bination) n δεδοµένων σηµείων κάθε άθροισµα λ1a1+ · · ·+λnan, όπου λi ∈ R. Ονοµάζε-
ται αφινικός συνδυασµός (affine combination) κάθε γραµµικός συνδυασµός των n δεδο-

µένων σηµείων, όπου λ1 + · · · + λn = 1. Αφινικό περίβληµα (ή θήκη) συνόλου σηµείων
είναι το σύνολο όλων των αφινικών συνδυασµών τους. Σηµειώνουµε, παρενθετικά, πως

κάθε γραµµικός συνδυασµός όπου λi ≥ 0 καλείται κωνικός συνδυασµός.

Παράδειγµα 4.5 Ας θεωρήσουµε τα σηµεία (0, 0), (0, 1). Τότε το σύνολο των γραµµι-
κών, αλλά και των αφινικών τους συνδυασµών, είναι ο άξονας των y µε εξίσωση x = 0.
Αν τα δύο σηµεία ήταν γραµµικώς ανεξάρτητα, το σύνολο των γραµµικών τους συν-

δυασµών θα ήταν ολόκληρο το επίπεδο, ενώ το αφινικό τους περίβληµα θα ήταν πάλι η

ευθεία που αυτά ορίζουν, όπως στο παράδειγµα 4.4.

Για τρία µη συνευθειακά σηµεία στο επίπεδο, το αφινικό τους περίβληµα είναι ολό-

κληρο το επίπεδο. Αν k σηµεία είναι συνευθειακά, το αφινικό τους περίβληµα είναι η

ευθεία που τα περιέχει. �

Στo κύριο θεώρηµα της ενότητας θα αποδειχθεί ότι τα ακραία σηµεία ενός σηµειο-

συνόλου παραµένουν ακραία ακόµα και αν το σηµειοσύνολο υποστεί ορισµένους µε-

τασχηµατισµούς, µε άλλα λόγια, αν αλλάξουµε το σύστηµα αξόνων µε συγκεκριµένο

τρόπο. Ας µελετήσουµε τους µετασχηµατισµούς αυτούς.

Ξεκινάµε µε τους Ευκλείδειους ή άκαµπτους (rigid) µετασχηµατισµούς, οι οποίοι

περιλαµβάνουν

• την περιστροφή (rotation) κατά µία γωνία γύρω από έναν άξονα κάθετο στο επί-

πεδο και
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• τη µετατόπιση (µεταφορά, translation) κατά ένα διάνυσµα και

• τον αντικατοπτρισµό (reflection) ως προς έναν άξονα.

Οι Ευκλείδειοι µετασχηµατισµοί χαρακτηρίζονται από την ιδιότητά τους να διατηρούν

αναλλοίωτες τις αποστάσεις και τις γωνίες.

Ας δούµε πώς εκφράζονται µαθηµατικά οι µετασχηµατισµοί. Αν κάθε σηµείο αντι-

στοιχεί σε ένα διάνυσµα διάστασης 2, η µετατόπιση εκφράζεται µε την πρόσθεση δια-

νυσµάτων: [
x′

y′

]
=

[
x

y

]
+ t,

όπου το διάνυσµα [x, y] αντιστοιχεί στo αρχικό σηµείο (x, y), το [x′, y′] αντιστοιχεί στο
σηµείο που προκύπτει από τη µετατόπιση και t είναι το διάνυσµα–στήλη στο R2 που

ορίζει τη µετατόπιση. Tο σύνολο όλων των µετατοπίσεων ταυτίζεται µε το R2.

H περιστροφή εκφράζεται µε τον πολλαπλασιασµό ενός διανύσµατος επί ένα πίνακα

R, µεγέθους 2 × 2: [
x′

y′

]
= R

[
x

y

]
.

Αν θ είναι η γωνία περιστροφής, σύµφωνα µε τον κανόνα του δεξιού χεριού, τότε

R =

[
cos θ − sin θ
sin θ cos θ

]
, συνεπώς R−1

= RT και det R = 1.

O πίνακας R−1 εκφράζει την αντίστροφη περιστροφή, ενώ κάθε R είναι ορθογώνιος.

Οι αντικατοπτρισµοί εκφράζονται από πίνακες µε ορίζουσα ίση µε −1· συγκεκριµέ-
να o πίνακας [

1 0
0 −1

]
αντιστοιχεί στον αντικατοπτρισµό ως προς τον άξονα των x. Αφού οι περιστροφές και

οι αντικατοπτρισµοί εκφράζονται µε τον πολλαπλασιασµό πίνακα, ανήκουν στους γραµ-

µικούς µετασχηµατισµούς (linear transformations). Παρακάτω θα δούµε και άλλους

γραµµικούς µετασχηµατισµούς. Αντίθετα οι µετατοπίσεις δεν αποτελούν γραµµικούς

µετασχηµατισµούς.

Η επόµενη και γενικότερη κατηγορία µετασχηµατισµών που µας ενδιαφέρει καλού-

νται αφινικοί µετασχηµατισµοί (affine transformations) και ορίζονται ως οι µετασχηµα-

τισµοί εκείνοι που αφήνουν αναλλοίωτους τους αφινικούς συνδυασµούς σηµείων. Οι

βασικοί αφινικοί µετασχηµατισµοί είναι:

• η µετατόπιση κατά διάνυσµα t ∈ R2,

• η περιστροφή κατά γωνία θ,

• η αλλαγή κλίµακας (scaling) κατά sx και sy ως προς τον άξονα των x και των y

αντίστοιχα, καθώς και
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• η στρέβλωση (shearing) κατά µήκος του x–άξονα (ή του y–άξονα).

H άσκηση 4.2 αποδεικνύει πως οι 4 αυτοί µετασχηµατισµοί, καθώς και οι συνδυασµοί

τους, είναι αφινικοί, δηλαδή αφήνουν αναλλοίωτους τους αφινικούς συνδυασµούς ση-

µείων. Αποδεικνύεται επίσης και το αντίστροφο: κάθε αφινικός µετασχηµατισµός απο-

τελεί συνδυασµό των 4 βασικών αφινικών µετασχηµατισµών.

Oι αφινικοί µετασχηµατισµοί διακρίνονται στους Ευκλείδειους µετασχηµατισµούς,

από τη µια µεριά, και στη στρέβλωση και την αλλαγή κλίµακας, από την άλλη. Από

τους βασικούς αφινικούς µετασχηµατισµούς, οι τρεις τελευταίοι είναι γραµµικοί µετα-

σχηµατισµοί.

Αυτό σηµαίνει, πως εκφράζονται µε πολλαπλασιασµό πινάκων επί το διδιάστατο

διάνυσµα που περιγράφει ένα σηµείο. Τα τρία είδη βασικών γραµµικών µετασχηµατι-

σµών αντιστοιχούν στους εξής πίνακες:[
cos θ − sin θ
sin θ cos θ

]
,

[
sx 0
0 sy

]
,

[
1 a

0 1

]
.

Υπενθυµίζουµε πως ο πίνακας R µιας περιστροφής, όπως επίσης και αυτός της στρέ-

βλωσης κατά έναν άξονα, χαρακτηρίζεται από την ιδιότητα det R = 1. Γενικότερα, και
οι τρεις παραπάνω µετασχηµατισµοί είναι αντιστρέψιµοι. Για παράδειγµα,[

1 a

0 1

]−1

=

[
1 −a

0 1

]
.

Ισοδύναµα, οι πίνακες των παραπάνω γραµµικών µετασχηµατισµών έχουν µη µηδενική

ορίζουσα, δηλαδή βαθµό (rank) δύο. Γεωµετρικά, αυτό σηµαίνει πως διδιάστατα αντι-

κείµενα µετασχηµατίζονται πάλι σε διδιάστατα αντικείµενα.

Ας εξετάσουµε πάλι τους αφινικούς µετασχηµατισµούς, ώστε να τους εκφράσου-

µε µέσω της γραµµικής άλγεβρας· οι µετασχηµατισµοί αυτοί δεν αντιστοιχούν σε ένα

διδιάστατο πίνακα. Αν όµως χρησιµοποιήσουµε τριδιάστατους πίνακες, είναι δυνατό

να εκφράσουµε και τους αφινικούς µετασχηµατισµούς ως πολλαπλασιασµό πίνακα επί

διάνυσµα. Σε αυτή την περίπτωση, το σηµείο (x1, x2) αντιστοιχίζεται στο διάνυσµα
[x1, x2, 1] και ο µετασχηµατισµός γράφεται

x′

y′

1

 =
[

M t

0 1

] 
x

y

1

⇔
[

x′

y′

]
= R

[
x

y

]
+ t,

όπου o M είναι µεγέθους 2 × 2, το διάνυσµα t είναι διάστασης 2 και το 0 αντιστοιχεί σε

ένα διάνυσµα–γραµµή διάστασης 2. Προφανώς η µετατόπιση κατά t προκύπτει θέτο-

ντας M = I, ενώ ένας γραµµικός µετασχηµατισµός M αντιστοιχεί στο t = 0.
Εφόσον det M � 0, έπεται πως οι τριδιάστατοι πίνακες A που εκφράζουν αφινικούς

µετασχηµατισµούς είναι αντιστρέψιµοι. Ειδικότερα, ο πίνακας A είναι ορθοκανονικός,

δηλ. AT A = I, ανν ο αφινικός µετασχηµατισµός είναι Ευκλείδειος.



94 Κεφάλαιο 4. Κυρτό περίβληµα στο επίπεδο

Ένα τελευταίο, αλλά χρήσιµο παράδειγµα γραµµικού µετασχηµατισµού είναι η προ-

βολή παράλληλα µε κάποιον άξονα. Π.χ. όταν προβάλλουµε διδιάστατα αντικείµενα

στον άξονα των x, µιλάµε για προβολή παράλληλα µε τον άξονα των y. Ο αντίστοιχος

πίνακας δεν είναι αντιστρέψιµος, δεδοµένου ότι διδιάστατα αντικείµενα απεικονίζονται

σε µονοδιάστατες εικόνες. Για παράδειγµα, ο πίνακας[
1 0
0 0

]

εκφράζει προβολή στον άξονα των x, δηλαδή παράλληλα µε τον άξονα των y. O βαθµός

του πίνακα είναι 1 και η εικόνα του µετασχηµατισµού είναι το R.

Επιστρέφουµε τώρα στο χαρακτηρισµό των ακραίων σηµείων, όταν το δεδοµένο

σηµειοσύνολο υπόκειται στους παραπάνω µετασχηµατισµούς, και αποδεικνύουµε πως

τα ακραία σηµεία παραµένουν ακραία.

Θεώρηµα 4.3 Ένα ακραίο σηµείο παραµένει ακραίο µετά την αλλαγή συντεταγµένων

σύµφωνα µε οποιονδήποτε αφινικό µετασχηµατισµό ή αντικατοπτρισµό.

Απόδειξη. Έστω γραµµικός µετασχηµατισµός µε πίνακα M, σηµεία vi ∈ R2 και ένας

γραµµικός συνδυασµός τους
∑

i λivi, όπου λi ∈ R. Τότε

M(
∑

i

λivi) =
∑

i

λi(Mvi), (4.1)

δηλαδή η εικόνα του γραµµικού συνδυασµού είναι ο αντίστοιχος συνδυασµός των εικό-

νων. Έστω ευθεία px + qy + r = 0 στο επίπεδο. H ευθεία ορίζεται από δύο σηµεία της

µορφής a = (a1, a2), για τα οποία ισχύει

[p, q, r]


a1

a2

1

 = 0 ⇔ [p, q, r]M−1M


a1

a2

1

 = 0,

όπου M[a1, a2, 1]T εκφράζει το νέο σηµείο και [p, q, r]M−1 τις νέες συντεταγµένες της

ευθείας. Η ισοδυναµία δηλώνει πως το αρχικό σηµείο ανήκει στην ευθεία ανν το µετα-

σχηµατισµένο σηµείο ανήκει στη µετασχηµατισµένη ευθεία. Για κάθε σηµείο a εκτός

της ευθείας, η παραπάνω ισότητα µετατρέπεται σε ανισότητα. Έστω ότι το a ανήκει στο

ηµιεπίπεδο εκείνο στο οποίο

[p, q, r]


a1

a2

1

 < 0 ⇔ [p, q, r]M−1M


a1

a2

1

 < 0.

Άρα ο γραµµικός µετασχηµατισµός διατηρεί τo ηµιεπίπεδο στο οποίο βρίσκεται το ση-

µείο ως προς την ευθεία. Αυτό φυσικά ισχύει και για τις ευθείες στήριξης.
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Είναι εύκολο να δούµε πως oι µετατοπίσεις δεν επηρεάζουν τα ακραία σηµεία, επο-

µένως το θεώρηµα αποδείχτηκε για όλους τους αφινικούς µετασχηµατισµούς. Τέλος,

διαπιστώνουµε πως και οι αντικατοπτρισµοί δεν επηρεάζουν τα ακραία σηµεία. �

Η παραπάνω απόδειξη οδηγεί σε επιπλέον συµπεράσµατα. Για παράδειγµα, αν θεω-

ρήσουµε ακραίο σηµείο και δύο ευθείες στήριξης τέτοιες ώστε αυτό να βρίσκεται στην

τοµή τους, από τη σχέση (4.1) συνάγεται πως o µετασχηµατισµός απεικονίζει τις ευθείες

σε νέες ευθείες στήριξης, και το σηµείο στη νέα τους τοµή.

Οι µετασχηµατισµοί που µελετήθηκαν γενικεύονται σε τρεις και περισσότερες δια-

στάσεις, όπου ισχύει και πάλι το παραπάνω θεώρηµα περί διατήρησης των ακραίων ση-

µείων.

4.2 Κατασκευή πολυγωνικού περιβλήµατος

Η ενότητα µελετά ένα από τα χαρακτηριστικότερα προβλήµατα της Υπολογιστικής Γεω-

µετρίας, τον υπολογισµό του κυρτού περιβλήµατος ενός συνόλου σηµείων στο επίπεδο.

Ξεκινάµε µε ορισµένες έννοιες οι οποίες θα µας οδηγήσουν στον ορισµό του προβλή-

µατος, πριν περάσουµε σε διάφορες αλγοριθµικές προσεγγίσεις για την επίλυσή του.

Θυµηθείτε από την ενότητα 2.1 ότι µια πολυγωνική γραµµή ονοµάζεται κλειστή όταν

το τέλος του τελευταίου τµήµατος ταυτίζεται µε την αρχή του πρώτου. Κάθε κλειστή

πολυγωνική γραµµή χωρίζει το επίπεδο στο εσωτερικό και το εξωτερικό της πολυγωνι-

κής γραµµής, σύµφωνα µε το θεώρηµα 2.3 του Jordan. Aπό τον ορισµό 2.1, κλειστό

πολύγωνο ή, απλούστερα, πολύγωνο ονοµάζεται η ένωση µιας κλειστής πολυγωνικής

γραµµής και του εσωτερικού της, ενώ ανοικτό πολύγωνο ονοµάζεται µόνο το εσωτερι-

κό της πολυγωνικής γραµµής. Μερικές φορές, καταχρηστικά, θα αναφερόµαστε στην

πολυγωνική γραµµή ως πολύγωνο.

Μελετάµε τώρα την έννοια της κυρτότητας. Το πολύγωνο του σχήµατος 4.3 (αρι-

στερά) δεν είναι κυρτό· µη κυρτά είναι και τα πολύγωνα–µουσεία που εξετάσαµε ως

παραδείγµατα στην προηγούµενη ενότητα.

Aντίθετα, κάθε κανονικό πολύγωνο είναι κυρτό, όπως επίσης και κάθε παραλληλό-

γραµµο, τραπέζιο, αλλά και το πολύγωνο του σχήµατος 4.3 (δεξιά). Κυρτό είναι κά-

θε πολύγωνο όπου ένα ευθύγραµµο τµήµα, του οποίου τα ακραία σηµεία ανήκουν στο

πολύγωνο, βρίσκεται εξ ολοκλήρου µέσα στο πολύγωνο. Γενικά, ισχύει ο παρακάτω

ορισµός.

Ορισµός 4.4 Kυρτό (convex) είναι κάθε αντικείµενο, ή σύνολο σηµείων, στο οποίο κά-

θε ευθύγραµµο τµήµα µε άκρα που ανήκουν στο αντικείµενο βρίσκεται µέσα στο αντι-

κείµενο.

Για παράδειγµα, ο δίσκος και η έλλειψη είναι κυρτά σύνολα διότι κάθε δύο σηµεία

τους ορίζουν τµήµα που βρίσκεται στο εσωτερικό του αντικειµένου.
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Σχήµα 4.3: Αριστερά: Μη κυρτό πολύγωνο στο επίπεδο. ∆εξιά: Κυρτό περίβληµα ση-

µείων.

Ορισµός 4.5 To κυρτό περίβληµα συνόλου σηµείων τα οποία ανήκουν στο επίπεδο εί-

ναι το κυρτό πολύγωνο µε ελάχιστο εµβαδό που περιλαµβάνει όλα τα δεδοµένα σηµεία.

Το αντίστοιχο πρόβληµα κατασκευής (ΚΠ2) έχει ως έξοδο το κυρτό περίβληµα των δε-

δοµένων σηµείων.

To πολύγωνο του σχήµατος 4.3 (δεξιά) είναι κυρτό και ορίζεται ως το κυρτό περί-

βληµα των δεδοµένων σηµείων. Ποια σηµεία θα µπορούσαµε να παραλείψουµε από το

σηµειοσύνολο χωρίς να αλλάξει το κυρτό τους περίβληµα;

Εναλλακτικά, µπορoύµε να ορίσουµε το κυρτό περίβληµα ως το κυρτό πολύγωνο

που περιέχει τα δεδοµένα σηµεία και είναι ελάχιστο ως προς τη σχέση υποσυνόλου ση-

µείων, δηλαδή δεν υπάρχει κυρτό πολύγωνο το οποίο να περιέχει όλα τα δεδοµένα ση-

µεία και να αποτελεί γνήσιο υποσύνολο σηµείων του κυρτού περιβλήµατος. Oι δύο ορι-

σµοί είναι ισοδύναµοι (δείτε την άσκηση 4.3). Ισοδύναµα, η ελαχιστοποίηση µπορεί να

αναφέρεται στην περίµετρο του πολυγώνου. Με άλλα λόγια, το κυρτό περίβληµα έχει

την ελάχιστη περίµετρο ανάµεσα σε όλα τα κυρτά πολύγωνα που περιέχουν τα δεδοµένα

σηµεία.

Θα αποδείξουµε ένα κάτω φράγµα για το πρόβληµα ΚΠ2, µε αναγωγή στο πρό-

βληµα Tαξινόµησης (Sorting) n πραγµατικών αριθµών, το οποίο έχει πολυπλοκότητα

Θ(n log n) στην πραγµατική Μηχανή Τυχαίας Προσπέλασης (ΜΤΠ).

Θεώρηµα 4.6 O υπολογισµός του κυρτού περιβλήµατος συνόλου n σηµείων στο επίπε-

δο απαιτεί χρόνο Ω(n log n).

Απόδειξη. ∆ίνουµε έναν κανόνα που µετατρέπει τα δεδοµένα του προβλήµατος Tαξινό-

µησης σε είσοδο στο πρόβληµα ΚΠ2, ορίζοντας ένα σηµείο (x, x2) για κάθε πραγµατικό
x. Η αναγωγή αυτή κοστίζει χρόνο O(n) και τα σηµεία που προκύπτουν φαίνονται στο
σχήµα 4.4, όπου επίσης φαίνεται πως όλα τα σηµεία ανήκουν σε µια παραβολή και είναι

συνεπώς ακραία, δηλαδή κορυφές του κυρτού περιβλήµατος.

Στο κυρτό περίβληµα, εντοπίζουµε την αριστερότερη κορυφή σε χρόνο O(n). Ξεκι-
νώντας από αυτήν την κορυφή, απαριθµούµε όλες τις κορυφές, επίσης σε χρόνο O(n).
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Σχήµα 4.4: Παραβολή για το κάτω φράγµα στην πολυπλοκότητα του ΚΠ2.

H απαρίθµηση δίνει την ακολουθία των x κατ’ αύξουσα σειρά, εποµένως λύνει και το

πρόβληµα της Tαξινόµησης. Άρα το ΚΠ2 έχει πολυπλοκότητα ίση ή µεγαλύτερη από

αυτήν της Ταξινόµησης, δηλαδή είναι στο Ω(n log n)· δείτε και το θεώρηµα 1.3. �

Συνοπτικά παρατίθενται ορισµένοι αλγόριθµοι για την κατασκευή του κυρτού πε-

ριβλήµατος, ενώ οι επόµενες ενότητες θα αναλύσουν τους κυριότερους. Θεωρούµε ότι

δίνονται n σηµεία τα οποία ανήκουν στο επίπεδο, ενώ η έξοδος είναι η ακολουθία ακµών

που ορίζει το κυρτό πολύγωνο.

• O αυξητικός αλγόριθµος έχει πολυπλοκότητα O(n log n) και περιγράφεται στην
ενότητα 4.2.3, όπου υποθέτουµε πως όλα τα σηµεία είναι γνωστά εκ των προτέ-

ρων. Αυτό το φράγµα ισχύει στη χειρότερη, αλλά και στη µέση περίπτωση. H

ενότητα 5.2.1 γενικεύει τον αλγόριθµο σε τρεις και περισσότερες διαστάσεις.

• Η προσέγγιση περιτύλιξης (gift wrapping) προτάθηκε αρχικά από τον Jarvis, µε

έναν αλγόριθµο κόστους O(nH), όπου H το πλήθος κορυφών στο κυρτό περίβλη-

µα· δείτε την ενότητα 4.2.1. O αλγόριθµος γενικεύεται στην ενότητα 5.2.2 σε

τρεις και περισσότερες διαστάσεις. O Chan [Cha96] επεκτείνει την ιδέα της περι-

τύλιξης και πετυχαίνει πολυπλοκότητα O(n log H).

• Η προσέγγιση ∆ιαίρει και βασίλευε (Divide and conquer) οδηγεί σε αλγόριθµο

χρονικής πολυπλοκότητας O(n log n) και αναλύεται στην ενότητα 4.2.2.

• Μια παρόµοια προσέγγιση µιµείται τον αλγόριθµο ταξινόµησης QuickSort και

ονοµάστηκε QuickHull [Byk78, Edd77]. Έχει πολυπλοκότητα O(n log n), εφόσον
τα σηµεία είναι κατανεµηµένα αρκετά τυχαία, αλλιώς η πολυπλοκότητα γίνεται

O(n2).

• Μια προσέγγιση «Βασίλευε και ∆ιαίρει» (Marriage before conquest) χρησιµο-

ποιήθηκε στον αλγόριθµο των Kirkpatrick–Seidel [KS86], µε πολυπλοκότητα

O(n log H). Η ιδέα είναι πως ορισµένοι υπολογισµοί που σχετίζονται µε το συν-

δυασµό των δύο υποπροβληµάτων προηγούνται, έτσι ώστε να χρησιµοποιηθούν
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για να επιταχυνθεί η φάση της διαίρεσης του αρχικού προβλήµατος (δηλαδή, η πο-

ρεία που ακολουθούµε είναι αντίθετη από την προσέγγιση ∆ιαίρει και βασίλευε).

• Ο πρώτος ιστορικά αλγόριθµος, και ίσως o αρχαιότερος στην Υπολογιστική Γεω-

µετρία, σχεδιάστηκε από τον Graham [Gra72], εκτελείται σε χρόνο O(n log n) και
βασίζεται σε µια γωνιακή ταξινόµηση των σηµείων.

Οι περισσότεροι από αυτούς τους αλγορίθµους έχουν υλοποιηθεί µε απόλυτη ακρί-

βεια στις βιβλιοθήκες CGAL και LEDA.

Οι στοιχειώδεις πράξεις που εκτελούν οι γεωµετρικοί αλγόριθµοι σε κάθε διακλά-

δωση, ώστε να αποφασίζουν την πορεία τους, καλούνται «κατηγορήµατα» (predicates).

Το βασικό κατηγόρηµα για τον υπολογισµό του κυρτού περιβλήµατος είναι το CCW,

το οποίο ανάγεται στον υπολογισµό του προσήµου µιας ορίζουσας (δείτε την ενότη-

τα 2.3.1). Το κατηγόρηµα γενικεύεται σε d διαστάσεις µε µια αντίστοιχη ορίζουσα.

Στους αλγορίθµους που αναλύουµε στο βιβλίο αυτό, θα κάνουµε την παραδοχή, για

λόγους απλούστευσης, ότι τα δεδοµένα σηµεία βρίσκονται σε γενική θέση:

Ορισµός 4.7 Στο επίπεδο, ένα σύνολο σηµείων βρίσκεται σε γενική θέση (generic po-

sition) για τα προβλήµατα κυρτού περιβλήµατος ανν oποιαδήποτε τρία σηµεία δεν είναι

συνευθειακά.

Παρατηρήστε ότι, για να µην υπάρχει τριάδα συνευθειακών σηµείων, είναι αναγκαίο

να µην υπάρχουν δύο σηµεία που ταυτίζονται. Τα n σηµεία pi ∈ R2 ορίζουν n − 1 δια-
νύσµατα vi = pi − p1. Ισοδύναµα, θα λέµε ότι τα σηµεία βρίσκονται σε γενική θέση ανν

κάθε δύο διανύσµατα vi είναι γραµµικώς ανεξάρτητα.

Όταν τα σηµεία βρίσκονται σε γενική θέση, όλες οι ορίζουσες CCWστη διάρκεια του

αλγορίθµου δίνουν µη µηδενικό πρόσηµο. Όµως, στις περισσότερες πρακτικές εφαρµο-

γές τα δεδοµένα σηµεία δεν βρίσκονται σε γενική θέση. Αυτό µπορεί να οφείλεται στον

τρόπο που ορίστηκαν τα δεδοµένα σηµεία, π.χ., όταν επιλέγονται στην οθόνη του υπο-

λογιστή, όπου υπάρχει πεπερασµένο πλήθος pixel, και οι συντεταγµένες είναι ακέραιοι

και όχι πραγµατικοί αριθµοί. Υπάρχουν διάφορες τεχνικές για να φέρουµε τα αυθαίρετα

δεδοµένα σε γενική θέση και να ισχύει η παραπάνω παραδοχή . Μία από αυτές είναι η

µέθοδος της συµβολικής απειροελάχιστης διαταραχής, η οποία περιγράφεται στην ενό-

τητα 6.3.

4.2.1 Aλγόριθµος περιτύλιξης

Παρουσιάζουµε σε αυτή την ενότητα µια προσέγγιση, γνωστή ως περιτύλιξη δώρου (gift

wrapping) ή αλγόριθµο περιτύλιξης, η οποία προτάθηκε από τον Jarvis [Jar73]. H ιδέα

είναι, αφού βρεθεί ένα σηµείο που είναι κορυφή του κυρτού περιβλήµατος, να υπολο-

γίζεται, από την τελευταία κορυφή, η επόµενη στην ακολουθία κορυφών του κυρτού

περιβλήµατος.

Θεωρούµε πως η είσοδος αποτελείται από n σηµεία στο επίπεδο, ενώ η έξοδος θα

αποτελείται από την αλυσίδα των ακµών και κορυφών.
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Το αρχικό στάδιο υπολογίζει το αριστερότερο σηµείο. Αν δύο ή περισσότερα ση-

µεία έχουν την ίδια ελάχιστη τετµηµένη τότε επιλέγουµε αυτό που έχει τη µικρότερη

τεταγµένη, δηλαδή λεξικογραφικά έχει το µικρότερο διάνυσµα συντεταγµένων. Παρα-

τηρήστε πως αυτό το σηµείο είναι µοναδικά ορισµένο. Η διαδικασία αυτή εντοπίζει την

πρώτη κορυφή του περιβλήµατος και αποτελεί την αρχικοποίηση του αλγορίθµου περι-

τύλιξης (αλγόριθµος 4.9). Στη συνέχεια εντοπίζεται η δεύτερη κορυφή, δηλαδή ορίζεται

η πρώτη ακµή του κυρτού περιβλήµατος (σε γραµµικό χρόνο).

O αλγόριθµος 4.9 επισκέπτεται όλες τις κορυφές του κυρτού περιβλήµατος, µε φορά

αντίθετη των δεικτών του ρολογιού. To βασικό βήµα είναι η εύρεση της κορυφής που

ακολουθεί την τελευταία (δηλ. πιο πρόσφατη) κορυφή r στην αλυσίδα κορυφών. Το

σηµείο u παίζει τον ρόλο του υποψηφίου, ο οποίος ελέγχεται ως προς όλα τα σηµεία

t τα οποία δεν είναι κορυφές στην υπάρχουσα πολυγωνική γραµµή, εκτελώντας το κα-

τηγόρηµα CCW(r, u, t), στη διάρκεια του τρίτου βήµατος. Το u µπορεί να ανανεωθεί

από κάποιο t. Όταν ολοκληρωθεί το βήµα, τότε το σηµείο που αποθηκεύεται ως u είναι

σίγουρα η επόµενη κορυφή.

Λήµµα 4.8 Στη διάρκεια του αλγορίθµου περιτύλιξης, ο οποίος κατασκευάζει το κυρ-

τό περίβληµα µε φορά αντίθετη των δεικτών του ρολογιού, αν ισχύει CCW(r, u, t1) και
CW(r, u, t), τότε ισχύει CCW(r, t, t1), όπου r η τελευταία κορυφή.

Το λήµµα αποδεικνύεται στην άσκηση 4.5 και δηλώνει ότι, αν ανανεωθεί το u σε t,

δεν χρειάζεται να επανελέγξουµε σηµεία (όπως το t1 στο λήµµα), τα οποία είχαν ελεγχθεί

µε τον προκάτοχό του, δηλαδή ικανοποιούσαν το CCW(r, u, t1).
Ως πόρισµα έπεται πως ο βρόχος του βήµατος 3 ως προς τα t συνεχίζεται παρόλο

που κάποιο t µπορεί να πάρει την θέση του u.

Στο σχήµα 4.5 φαίνεται ένα τυπικό στιγµιότυπο του αλγορίθµου. H πιο πρόσφατη

κορυφή η οποία προστέθηκε στο κυρτό περίβληµα είναι η r, ενώ η r0 είναι η αριστερό-

τερη και αυτή που υπολογίστηκε πρώτη. Το σηµείο t χρησιµοποιείται για να ανανεωθεί

το u, ενώ το σηµείο t1 έπαιξε το ρόλο του t προηγουµένως.

Tώρα φράσσουµε την ασυµπτωτική πολυπλοκότητα. Η αρχικοποίηση του αλγορίθ-

µου απαιτεί γραµµικό χρόνο O(n). Παρατηρήστε πως και η δεύτερη κορυφή υπολογίζε-

r0 t1

u ← t
r

u

Σχήµα 4.5: Το σηµείο t χρησιµοποιείται για να ανανεωθεί το u, ενώ το t1 έπαιξε τον

ρόλο του t προηγουµένως.




