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Κεφάλαιο 8 

Μη εκπαιδευόμενα μοντέλα 

8.1 Συσχετιστικές μνήμες 

Η γνωστή μνήμη τυχαίας πρόσβασης (Random Access Memory − RAM) 

που χρησιμοποιείται στους ηλεκτρονικούς υπολογιστές φυλάσσει δεδομένα 

τα οποία μπορεί κανείς να προσπελάσει με βάση τη διεύθυνσή τους. Το πε-

ριεχόμενο των δεδομένων είναι αδιάφορο. Η μνήμη RAM δέχεται σαν εί-

σοδο τη διεύθυνση του συγκεκριμένου δεδομένου και προσφέρει στην έξο-

δο το περιεχόμενο της θέσης αυτής: 

είσοδος=διεύθυνση → έξοδος=δεδομένα. 

Ωστόσο, η παραπάνω λογική δεν είναι απαραίτητα η πλέον κατάλληλη για 

προβλήματα που σχετίζονται με ευφυή συστήματα, όπως είναι η αναγνώρι-

ση προτύπων. Σε τέτοια προβλήματα το περιεχόμενο των δεδομένων είναι 

πολύ σημαντικό ενώ η διεύθυνση των δεδομένων είναι μάλλον αδιάφορη. 

Για παράδειγμα, ας θεωρήσουμε μια μνήμη που φυλάσσει πρότυπες εικόνες 

προσώπων, πχ το πρόσωπο της «γιαγιάς μου», του «αδελφού μου», του 

«πατέρα μου», της «μητέρας μου», κλπ. Αν το σύστημα που διαθέτει μια 

τέτοια μνήμη είναι ευφυές, τότε θα πρέπει να αναγνωρίζει μη-πρότυπες ει-

κόνες της «γιαγιάς μου». Για παράδειγμα, δίνοντας σαν είσοδο μια εικόνα 

της «γιαγιάς μου με καπέλο» θα πρέπει να πάρουμε στην έξοδο το πρότυπο 

πρόσωπο της «γιαγιάς μου» και όχι αυτό του «πατέρα μου» ή της «μητέρας 

μου». Με άλλα λόγια, το σύστημα θα πρέπει να αναγνωρίζει ότι στην είσο-

δο εμφανίζεται μια εικόνα της γιαγιάς κι όχι κάποιου άλλου προσώπου, κι 

ας έχει η εικόνα αυτή αλλοιωμένα χαρακτηριστικά σε σχέση με το πρότυπο 

(η γιαγιά φοράει καπέλο ενώ στο πρότυπο δε φοράει καπέλο). 

Προς την κατεύθυνση αυτή βοηθάει η χρήση ενός άλλου είδους μνήμης που 

καλείται συσχετιστική μνήμη (content addressable memory – CAM). Η 

συσχετιστική μνήμη υπακούει στη λογική 

είσοδος=δεδομένα → έξοδος=δεδομένα 
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όπου τα δεδομένα εξόδου είναι τα πιο «κοντινά» με τα δεδομένα εισόδου, 

δηλαδή αυτά που μοιάζουν περισσότερο με την είσοδο. Η ανάκληση λοιπόν 

της πληροφορίας δε γίνεται με βάση τη διεύθυνση, αλλά με βάση το περιε-

χόμενο. Οι συσχετιστικές μνήμες επιδεικνύουν ανοχή σε σφάλματα ή πα-

ραμορφώσεις του προτύπου εισόδου, αρκεί αυτές να μην είναι τόσο μεγάλες 

ώστε το πρότυπο εισόδου τελικά να θυμίζει κάποιο άλλο πρότυπο. Τυπικές 

εφαρμογές των μνημών είναι η αναγνώριση και ανακατασκευή εικόνων, η 

αναζήτηση πληροφορίας με ελλιπή στοιχεία, πχ η αναζήτηση βιβλιογραφίας 

με ελλιπή τίτλο του άρθρου, κλπ. 

Παράδειγμα 17. 

Η συσχετιστική μνήμη μπορεί να χρησιμοποιηθεί για την εξαγωγή ει-

κόνων χρησιμοποιώντας θορυβώδη, αλλοιωμένα ή ελλιπή πρότυπα 

αναφοράς στην είσοδο. Στο Σχήμα 51 φαίνεται μια ιδανική συσχετι-

στική μνήμη εικόνων. Η έξοδος της συσχετιστικής μνήμης περιέχει 

την εικόνα πρότυπο που βρίσκεται πιο κοντά (δηλ. μοιάζει πιο πολύ) 

με την εικόνα που δώσαμε στην είσοδο. 

Περιεχόμενα της Μνήμης Είσοδος:  Έξοδος: 

 CAM 

 

 CAM 

 

 CAM 

 

Σχήμα 51. Παράδειγμα ιδανικής συσχετιστικής μνήμης με εικόνες. 

8.2 Το δίκτυο του Hopfield 

Το μοντέλο του Hopfield είναι εμπνευσμένο από τη στατιστική φυσική και 

συγκεκριμένα από μοντέλα μαγνητικών υλικών όπου μικροί μαγνήτες υπό 

μορφή ατόμων είναι διατεταγμένοι σε κανονική δομή πλέγματος που αντι-
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προσωπεύει την κρυσταλλική δομή του υλικού. Στα μοντέλα αυτά τα βασι-

κό χαρακτηριστικό των ατόμων είναι το “spin” τους το οποίο μπορεί να πά-

ρει δύο διακριτές κατευθύνσεις «πάνω» ή «κάτω». Αυτό αναπαρίσταται από 

μια δυαδική μεταβλητή που παίρνει τιμή 1 (αν το spin κοιτάει προς τα πά-

νω) ή −1 (αν το spin κοιτάει προς τα κάτω). Καθώς τα μοντέλα αυτά έχουν 

μελετηθεί εκτεταμένα, μπορούμε να δανειστούμε τα αποτελέσματα από τη 

φυσική και να τα εφαρμόσουμε είτε απ’ ευθείας είτε με κάποιες τροποποιή-

σεις στα νευρωνικά δίκτυα, αρκεί να βρεθεί η κατάλληλη αναλογία, δηλαδή 

ένα νευρωνικό μοντέλο που να θυμίζει τους μαγνητικούς κρυστάλλους. 

Η αναλογία με τα νευρωνικά δίκτυα επιτυγχάνεται στο μοντέλο του Hop-

field. Oι νευρώνες του δικτύου αυτού είναι διατεταγμένοι σε πλέγμα και 

κάθε νευρώνας έχει τιμή εξόδου 1 ή −1 (βλ. Σχήμα 52). Για να μοιάζουν οι 

νευρώνες με το μοντέλο των McCulloch-Pitts θεωρούμε ότι η έξοδος του i-

στού νευρώνα δίνεται από τον τύπο 

)(
1

0∑
=

+=

n

j

ijiji
wywfy  (199) 

όπου η συνάρτηση f είναι η βηματική συνάρτηση −1/1, η οποία αλλιώς κα-

λείται και συνάρτηση προσήμου (sign) και συμβολίζεται sgn 

)sgn(
1

0∑
=

+=

n

j

ijiji
wywy .  

Επιλέγεται η βηματική συνάρτηση −1/1 αντί της βηματικής 1/0 για να είναι 

ακριβέστερη η αναλογία με το spin το οποίο παίρνει μια από δύο αντίθετες 

τιμές. 

Το μοντέλο (199) έχει τα παρακάτω χαρακτηριστικά 

• Είναι αναδρομικό: οι νευρώνες τροφοδοτούνται από τις εξόδους των 

υπολοίπων νευρώνων ακόμα και από τη δική τους έξοδο. 

• Οι εξωτερικές είσοδοι εφαρμόζονται ως αρχικές συνθήκες στην ανα-

δρομή.  

Το μοντέλο (199) δίνει ουσιαστικά n εξισώσεις για i=1, 2, …, n. Ακόμη και 

αν όλα τα βάρη wij είναι γνωστά και δεδομένα, οι εξισώσεις αυτές δεν ικα-

νοποιούνται για οποιεσδήποτε τιμές y1, y2, …, yn. Επομένως τίθεται το ερώ-

τημα πώς θα επιλέξω τις εξόδους του δικτύου ώστε να ικανοποιείται το πα-

ραπάνω σύστημα εξισώσεων. Ωστόσο πριν από αυτό πρέπει να διερευνηθεί 
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αν υπάρχει λύση στο σύστημα ή ενδεχομένως κανένας συνδυασμός εξόδων 

δε αποτελεί λύση, ενώ αν υπάρχει λύση, πρέπει να δούμε αν είναι μόνο μια 

ή και περισσότερες. 

y1 y2 yi yn yn-1

.  .  . .  .  . 

 

Σχήμα 52. Το δίκτυο Hopfield ως συσχετιστική μνήμη. Οι νευρώνες είναι σε διάταξη μονο-

διάστατου πλέγματος. Ο νευρώνας i δέχεται είσοδο από όλους τους υπόλοιπους νευρώνες, 

ενδεχομένως ακόμη και από τον εαυτό του. 

Η επίλυση του συστήματος Εξισώσεων (199) για i=1, 2, …, n, δηλαδή η 

εύρεση των εξόδων του δικτύου όταν τα συναπτικά βάρη είναι γνωστά, κα-

λείται Ανάκληση. Η εύρεση των κατάλληλων συναπτικών βαρών ώστε το 

δίκτυο να έχει τις επιθυμητές εξόδους θα έπρεπε κανονικά να αποκαλείται 

Εκπαίδευση. Ξεφεύγει ωστόσο από τα πλαίσια της κλασικής εκπαίδευσης 

των νευρωνικών δικτύων καθώς, όπως θα δούμε, τα συναπτικά βάρη δεν 

ορίζονται από κάποιο αναδρομικό κανόνα αλλά παίρνουν μια απ’ ευθείας 

τιμή. Επομένως δε μιλάμε για κανόνα εκπαίδευσης του δικτύου Hopfield 

αλλά για απλή ανάθεση τιμών στα συναπτικά βάρη. Τα θέματα της ανάκλη-

σης και της «εκπαίδευσης» του δικτύου Hopfield αναλύονται παρακάτω. 

8.2.1 Ανάκληση στο δίκτυο Hopfield 

Έστω ότι μας δίνονται τα συναπτικά βάρη wij και αναζητάμε τις τιμές των 

εξόδων yi που ικανοποιούν την σχέση (199) για όλα τα i = 1, 2, …, n. Η πα-

ραπάνω σχέση είναι αναδρομική καθώς οι άγνωστες τιμές βρίσκονται και 

στα δεξιά και στα αριστερά της ισότητας. Αν εισάγουμε κάποιες τιμές y1, 

…, yn, στο δεξί σκέλος της (199) θα πάρουμε νέες τιμές στο αριστερό σκέ-

λος 
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)sgn(
1

0

νέο ∑
=

+=

n

j

ijiji
wywy  (200) 

Υπάρχουν δύο τρόποι να συνεχίσουμε τη διαδικασία της ανάδρομής: (α) ο 

σύγχρονος και (β) ο ασύγχρονος. Σύμφωνα με το σύγχρονο τρόπο, όλες οι 

νέες τιμές νέο

1
y , …, νέο

n
y , υπολογίζονται πριν ανατροφοδοτηθούν στο δεξί 

σκέλος για να πάρουμε τις επόμενες νέες τιμές. Σύμφωνα με τον ασύγχρονο 

τρόπο αφού υπολογιστεί η νέα τιμή του νευρώνα i τοποθετείται αμέσως στο 

δεξί σκέλος μαζί με τις υπόλοιπες τιμές y1, …, yn, για να υπολογιστεί η νέα 

τιμή του νευρώνα i+1, και αυτό επαναλαμβάνεται για όλους τους νευρώνες. 

Όταν τελειώσουν όλοι οι νευρώνες ξαναρχίζουμε από την αρχή. Οι δύο 

τρόποι περιγράφονται αλγοριθμικά στο Σχήμα 53. 

Αρχικοποίηση των y1, …, yn σε 

οποιεσδήποτε τιμές επιλέγει ο χρή-

στης 

Για κάθε επανάληψη k μέχρι τη 

σύγκλιση { 

 Για κάθε νευρώνα i = 1,…, n 

{ 

 

 )sgn(
1

0

νέο ∑
=

+=

n

j

ijiji
wywy  

 } 

 Για κάθε νευρώνα i = 1,…, n 

{ 

  
νέο

ii
yy =  

 } 

 k = k + 1 

} 

Αρχικοποίηση των y1, …, yn σε οποιεσδή-

ποτε τιμές επιλέγει ο χρήστης 

Για κάθε επανάληψη k μέχρι τη σύγκλιση 

{ 

 Για κάθε νευρώνα i = 1,…, n { 

  )sgn(
1

0

νέο ∑
=

+=

n

j

ijiji
wywy  

  
νέο

ii
yy =  

 } 

 k = k + 1 

} 

(α) (β) 

Σχήμα 53. Ανάκληση στο Δίκτυο Hopfield: (α) Σύγχρονη, (β) Ασύγχρονη. 
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Και στις δύο περιπτώσεις η αναδρομή τελειώνει αν δεν γίνει καμία αλλαγή 

στην τιμή εξόδου κανενός νευρώνα, δηλαδή 
1

νέο

1
yy = , και

2

νέο

2
yy = , και 

…, και 
nn
yy =

νέο . Στην περίπτωση αυτή λέμε ότι επήλθε σύγκλιση ή ότι το 

δίκτυο βρίσκεται σε κατάσταση ισορροπίας. Η κατάσταση ισορροπίας α-

ντιστοιχεί σε ένα διάνυσμα y = [y1, …, yn]
T
 τα στοιχεία του οποίου ικανο-

ποιούν τη σχέση (199) για κάθε i: 

)sgn(
1

0∑
=

+=

n

j

ijiji
wywy    για κάθε i=1, …, n (ΚΑΤΑΣΤΑΣΗ 

ΙΣΟΡΡΟΠΙΑΣ) 

Το ενδιαφέρον χαρακτηριστικό του δικτύου Hopfield είναι ότι, γενικά, δεν 

υπάρχει μόνο μια αλλά πολλές καταστάσεις ισορροπίας. Τα διανύσματα ι-

σορροπίας y1, …, yK καλoύνται σημεία έλξης (attractors) του συστήματος. 

 

y1 

y2

y3

A1 
A2 

A3  

Σχήμα 54. H aνάκληση στο Δίκτυο Hopfield οδηγεί το διάνυσμα τιμών y από την αρχική 

κατάσταση στην τελική κατάσταση ισορροπίας ανάλογα σε ποια περιοχή έγινε η εκκίνηση. 

Το ποια κατάσταση ισορροπίας θα προκύψει μετά από τη σύγκλιση εξαρτά-

ται από την αρχική συνθήκη, δηλαδή από τις αρχικές τιμές των y1, …, yn. 

Έτσι το σύνολο των τιμών που μπορεί να πάρει αρχικά το διάνυσμα y = [y1, 

…, yn]
T
 χωρίζεται σε διάφορες περιοχές. Αν το y αρχικοποιηθεί στην περιο-

χή A1 τότε το δίκτυο θα συγκλίνει στο διάνυσμα ισορροπίας y1, αν αρχικο-

ποιηθεί στην περιοχή A2 τότε το δίκτυο θα συγκλίνει στο διάνυσμα ισορρο-
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πίας y2, κοκ. Οι περιοχές A1, …, An καλούνται πεδία σύγκλισης (domains 

of attraction). 

Με κάθε επανάληψη του αλγορίθμου ανάκλησης (σύγχρονου ή ασύγχρο-

νου) το διάνυσμα y ακολουθεί μια διαδρομή στο χώρο τιμών η οποία κατα-

λήγει στην τελική κατάσταση ισορροπίας ανάλογα με το σημείο εκκίνησης 

(βλ. Σχήμα 54). 

Αποδεικνύεται μαθηματικά ότι ο αλγόριθμος ανάκλησης συγκλίνει πάντα 

σε κάποια τιμή αν τα βάρη ικανοποιούν τις ακόλουθες συνθήκες 

wij = wji  για κάθε i, j 

wii ≥ 0   για κάθε i 

Θα δείξουμε ακριβώς πώς συμβαίνει αυτό για την περίπτωση του ασύγχρο-

νου τρόπου ανάκλησης. Βασικό εργαλείο για την απόδειξη του αποτελέ-

σματος αυτού είναι η συνάρτηση ενέργειας 

cywyywH
n

i

ii

n

ji

jiij
++= ∑∑

== 1

0

1,2

1
 (201) 

Θα αποδείξουμε ότι κάθε φορά που γίνεται κάποια αλλαγή της τιμής κάποι-

ου νευρώνα yp, δηλαδή όταν 
pp

yy ≠
νέο , η ενέργεια αυξάνεται. Ωστόσο η 

ενέργεια δε μπορεί να ξεπεράσει το όριο cwwH

n

i

i

n

ji

ij
++= ∑∑

== 1

0

1,

max
2

1
 κα-

θώς οι όροι yiyj, yi παίρνουν τιμές +1 ή –1. Συμπεραίνουμε λοιπόν ότι μετά 

από κάποια επανάληψη οι τιμές yi θα πρέπει να πάψουν να αλλάζουν, άρα 

θα έχουμε σύγκλιση. 

Πράγματι, αν 
pp

yy ≠
νέο  τότε συμβαίνει μια από τις παρακάτω δύο περιπτώ-

σεις 

(α) 1,1
νέο

−==
pp

yy , άρα 1)sgn(
0

1

−=+∑
=

p

n

j

jpj
wyw  και 

0
0

1

<+∑
=

p

n

j

jpj
wyw  
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(β) 1,1
νέο

=−=
pp

yy , άρα 1)sgn(
0

1

=+∑
=

p

n

j

jpj
wyw  και 

0
0

1

>+∑
=

p

n

j

jpj
wyw  

Και στις δύο περιπτώσεις έχουμε 

02

2)(

0

1

νέο

>⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
+−

−=−

∑
=

p

n

j

jpjp

ppp

wywy

yyy

 

Η διαφορά της ενέργειας πριν και μετά την αλλαγή του yp είναι θετική 

0

22

2

)(

)11()(
2

1
)(

2

1

)(

)()(
2

1
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1
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0

νέο

0

νέονέο
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jpjpp

pj

jpjpp

ppp

pppppp
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ppjjp

pj

jpppj

wywywy

wywy
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wywyyywyy

yyw

yyyywyyywyyywΗH

 

Συνεπώς η ενέργεια αυξάνεται με κάθε αλλαγή της τιμής οποιουδήποτε 

νευρώνα. Επομένως έχουμε αποδείξει αυτό που ζητούσαμε. 

Όπως φαίνεται και στην παραπάνω μαθηματική απόδειξη, οι τιμές των βα-

ρών w11, w22, …, wnn που συνδέουν τους νευρώνες με τον εαυτό τους είναι 

αυθαίρετες, αρκεί να είναι θετικές ή και μηδέν. Αποδεικνύεται ωστόσο ότι 

είναι καλύτερο να επιλέξουμε μηδενικές τιμές 

w11 = w22 = … = wnn = 0 
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για λόγους που δε σχετίζονται με την συνάρτηση ενέργειας. Πιο συγκεκρι-

μένα μη μηδενικές τιμές μπορεί να δημιουργήσουν ανεπιθύμητα σημεία έλ-

ξης (spurious attractors) και να μειώσουν το μέγεθος του πεδίου σύγκλισης 

ενός επιθυμητού σημείου έλξης. Σε ορισμένες ωστόσο εφαρμογές, και ιδίως 

σε προβλήματα βελτιστοποίησης, είναι δυνατό να χρησιμοποιήσουμε μη 

μηδενικές τιμές wii αν αυτό επιτάσσει η συγκεκριμένη συνάρτηση ενέργειας 

που επιθυμούμε να βελτιστοποιήσουμε. 

8.2.2 Το δίκτυο Hopfield σαν συσχετιστική μνήμη 

Η ιδιότητα του δικτύου Hopfield ότι η τελική τιμή ισορροπίας εξαρτάται 

από την αρχικοποίηση των τιμών yi θα χρησιμοποιηθεί για δημιουργήσουμε 

μια συσχετιστική μνήμη. Ας φανταστούμε την περίπτωση όπου όλα τα ση-

μεία έλξης του δικτύου είναι ακριβώς τα πρότυπα που επιθυμούμε να απο-

θηκεύσουμε στη μνήμη. Τότε αν εισάγουμε σαν αρχική τιμή ένα αλλοιωμέ-

νο πρότυπο εισόδου y θα επιτύχουμε με την ανάκληση να εξάγουμε το πιο 

«κοντινό» σημείο έλξης δηλαδή ένα «καθαρό» πρότυπο από αυτά που απο-

θηκεύσαμε. Το δίκτυο στην περίπτωση αυτή λειτουργεί με τη λογική 

είσοδος = «αλλοιωμένο πρότυπο» → έξοδος = «καθαρό πρότυπο» 

δηλαδή με τη λογική της συσχετιστικής μνήμης. 

Η αποθήκευση των προτύπων στο δίκτυο γίνεται με την κατάλληλη επιλογή 

των συναπτικών βαρών. Η επιλογή αυτή θα ονομαστεί καταχρηστικά «εκ-

παίδευση» αν και δεν υπάρχει κάποιος αναδρομικός τύπο για την εκπαίδευ-

ση των βαρών, όπως υπήρχε, πχ στο Perceptron ή στο Back Propagation. Ας 

δοκιμάσουμε κατ’ αρχάς να αποθηκεύσουμε ένα πρότυπο 
T

n
xxx ],,,[

)1()1(

2

)1(

1

)1(
�=x  όπου τα )1(

i
x  παίρνουν τις τιμές –1, ή +1. Επιλέγο-

ντας τα βάρη 

)1()1(

jiij
xxw =  (202) 

επιτυγχάνουμε το στόχο μας καθώς μπορεί να αποδεχθεί ότι το διάνυσμα 

x
(1)

 είναι σημείο έλξης. Πράγματι, 

)1()1()1()1()1()1(
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x  και άρα )1()1( 1)sgn(
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xnx =±= . 
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Για να αποθηκεύσουμε περισσότερα πρότυπα χρησιμοποιούμε άθροιση. 

Συγκεκριμένα, για τα P πρότυπα x
(1)

, …, x
(P)

 θέτουμε 

∑
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iij xxw

1

)()(  (203) 

Για να είναι το πρότυπο Tm
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Για p = m έχουμε nxx
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j
=∑ )()( . Αν για όλα τα υπόλοιπα πρότυπα p, ε-

κτός από το m, έχουμε 0
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j
xx  τότε το x
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 είναι σημείο έλξης κα-

θώς 

)()()()()(

1

)()()( )sgn()sgn( m

i

mp j

m

j

p

j

p

i

m

i

P

p j

m

j

p

j

p

i xxxxnxxxx =+= ∑ ∑∑ ∑
≠=

. 

Συνθήκη Σημείου Έλξης (Σ.Ε.) 

Γενικά, όταν τα συναπτικά βάρη ορίζονται από τον τύπο (203), 

τότε το πρότυπο x
(m)

 είναι σημείο έλξης αν ο όρος 
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mp j
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i xxxnxu
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έχει το ίδιο πρόσημο με το )(m

i
x  για κάθε i = 1, 2, …, n. 

Αν ο όρος ∑ ∑
≠mp j
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p
i xxx

)()()(  έχει το ίδιο πρόσημο με το )(m

i
x  τότε δε βλά-

πτει διότι το άθροισμα )(m
i

u  θα έχει το επιθυμητό πρόσημο, δηλαδή το ίδιο 

με το )(m
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x . Πρόβλημα έχουμε όταν ο όρος ∑ ∑

≠mp j

m
j

p
j

p
i xxx

)()()(  έχει το αντί-

θετο πρόσημο από το )(m

i
x  και έχει μεγαλύτερο απόλυτο μέγεθος από αυτό 

οπότε το άθροισμα )(m

i
u  θα έχει πρόσημο αντίθετο από το )(m

i
x . Στην περί-

πτωση αυτή, ακόμη και αν βάλουμε τα 
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Είναι προφανές ότι συνθήκη Σ.Ε. εξαρτάται από το σύνολο προτύπων. Για 

κάποια σύνολα προτύπων μπορεί να ισχύει και για κάποια άλλα όχι. Αν δεν 

ισχύει η συνθήκη Σ.Ε. τότε δημιουργούνται πλαστά σημεία έλξης (spurious 

attractors) τα οποία δεν έχουν καμία σχέση με τα πρότυπα που σκοπεύουμε 

να αποθηκεύσουμε. Αυτό φυσικά είναι ανεπιθύμητο αλλά αποτελεί βασικό 

περιορισμό του δικτύου Hopfield. 

Παράδειγμα 18: Ασυσχέτιστα πρότυπα και επιθυμητά σημεία έλξης 

Στο παράδειγμα αυτό τα πρότυπα που επιθυμούμε να αποθηκεύσουμε 

στη συσχετιστική μνήμη Hopfield είναι τέσσερεις δυαδικές εικόνες 

διαστάσεων 12x12 (Σχήμα 55α) με μηδενική συσχέτιση μεταξύ τους. 

Η κάθε εικόνα μετατρέπεται σε ένα πρότυπο x
(i)

 παίρνοντας τις 12 

στήλες της εικόνας και στοιβάζοντάς τες τη μια πάνω από την άλλη 

δημιουργώντας έτσι ένα μακρύ διάνυσμα διάστασης 144. Δίνουμε αυ-

θαίρετα την τιμή 1 στα λευκά pixels και την τιμή –1 στα μαύρα pixels. 

Χρησιμοποιώντας τον ασύγχρονο αλγόριθμο ανάκλησης παρατηρού-

με ότι τα τέσσερα πρότυπα είναι σημεία έλξης όπως ακριβώς θα επι-

θυμούσαμε να είναι. Επί πλέον παρατηρούμε ότι αν δώσουμε στην εί-

σοδο ένα παραμορφωμένο πρότυπο θα πάρουμε στην έξοδο το πλη-

σιέστερο «καθαρό» πρότυπο πολύ γρήγορα. Στο παράδειγμα του 

Σχήματος 55β,γ,δ,ε, η σύγκλιση επέρχεται σε μια μόλις επανάληψη. 

Παράδειγμα 19: Συσχετισμένα πρότυπα και πλαστά σημεία έλξης 

Επιθυμούμε πάλι να αποθηκεύσουμε τέσσερεις εικόνες 12x12 σε μια 

συσχετιστική μνήμη Hopfield όμως τώρα υπάρχει σημαντική συσχέ-

τιση μεταξύ τους (Σχ. 56α). Στην περίπτωση αυτή η συνθήκη ΣΕ δεν 

ισχύει. 

Όπως και στο προηγούμενο παράδειγμα, η σύγκλιση του αλγορίθμου 

ανάκλησης είναι τάχιστη (μόλις μια επανάληψη). Ωστόσο, σε αντίθε-

ση με το προηγούμενο παράδειγμα, το τελικό πρότυπο σύγκλισης εί-

ναι ένα πλαστό σημείο έλξης που δεν ταυτίζεται με κανένα από τα 

πρότυπα που θέλαμε να αποθηκεύσουμε στη μνήμη. 
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(α) 

    
 (β) (γ) (δ) (ε) 

Σχήμα 55. Το δίκτυο Hopfield σαν συσχετιστική μνήμη. (α): τέσσερα πρότυπα αποθήκευσης 

με μηδενική συσχέτιση μεταξύ τους. (β),(γ),(δ),(ε): σύγκλιση του αλγορίθμου ανάκλησης 

Hopfield στο καθαρό πρότυπο που αποθηκεύσαμε (δεξιά) όταν στην είσοδο δοθεί ένα πα-

ραμορφωμένο πρότυπο (αριστερά). 

 

       
(α) 

    
 (β) (γ) (δ) (ε) 

Σχήμα 56. Το δίκτυο Hopfield σαν αποτυχημένη συσχετιστική μνήμη.  

(α) Τέσσερα πρότυπα αποθήκευσης με σημαντική συσχέτιση μεταξύ τους.  

(β),(γ),(δ),(ε) Όταν στην είσοδο δοθεί ένα παραμορφωμένο πρότυπο (αριστερά)  

ο αλγόριθμος ανάκλησης Hopfield συγκλίνει σε ένα πλαστό πρότυπο (δεξιά)  

το οποίο δεν ταυτίζεται με κανένα από αυτά που αποθηκεύσαμε. 

Χωρητικότητα της συσχετιστικής μνήμης Hopfield 

Πόσα πρότυπα μπορούμε να αποθηκεύσουμε στη συσχετιστική μνήμη Hop-

field; Προφανώς η απάντηση εξαρτάται από την ικανοποίηση της συνθήκης 

ΣΕ. 
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Αν τα πρότυπα είναι ασυσχέτιστα, τότε έχουμε 0
)()(
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j
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j
xx  για κάθε 

p≠m και η συνθήκη ΣΕ ισχύει. Πόσα όμως ασυσχέτιστα πρότυπα διάστασης 

n μπορούμε να έχουμε; Παρατηρούμε ότι ο όρος ∑
j

m

j

p

j
xx

)()(  είναι ουσια-

στικά το εσωτερικό γινόμενο των διανυσμάτων x
(p)

, x
(m)

 και άρα ζητάμε τα 

διανύσματα να έχουν εσωτερικό γινόμενο μηδέν, δηλαδή να είναι ορθογώ-

νια! Σύμφωνα με τις αρχές της γραμμικής άλγεβρας δεν μπορούμε να έχου-

με περισσότερα από n τέτοια διανύσματα καθώς ο χώρος ℜ
n
 έχει διάσταση 

n και τα διανύσματα αυτά θα αποτελούσαν βάση του χώρου αυτού. Αλλά 

ακόμα και το n είναι αισιόδοξο νούμερο για το πλήθος των προτύπων που 

μπορούμε να αποθηκεύσουμε. Αν έχουμε n ορθογώνια πρότυπα x
(1)

, …, x
(n)

 

τότε ο πίνακας των βαρών, σύμφωνα με τον τύπο (203) θα ήταν W = I, και 

κάθε διάνυσμα του ℜ
n
 θα ήταν σημείο έλξης. Επομένως είναι καλό να απο-

θηκεύσουμε λιγότερα από n ορθογώνια πρότυπα και άρα η χωρητικότητα 

του δικτύου είναι μικρότερη από n. 

Αν θεωρήσουμε τώρα ότι τα πρότυπα προέρχονται από κάποια τυχαία κα-

τανομή δυαδικών αριθμών τότε η χωρητικότητα του δικτύου απαιτεί κάποια 

στατιστική ανάλυση [86]. Σύμφωνα με αυτή την ανάλυση και κάτω από συ-

γκεκριμένες προϋποθέσεις το μέγιστο πλήθος των προτύπων Pmax που μπο-

ρούμε να αποθηκεύσουμε στη συσχετιστική μνήμη Hopfield  

1. είναι ανάλογο του n, αλλά όχι μεγαλύτερο από 0,138n, αν μπορούμε 

να ανεχθούμε μικρά σφάλματα στα πρότυπα που ανακαλούνται 

2. είναι ανάλογο του n/logn αν επιμένουμε να έχουμε τέλεια ανάκληση 

των προτύπων. 

8.2.3 Το δίκτυο Hopfield σαν μηχανή 
βελτιστοποίησης 

Έχουμε ήδη αποδείξει ότι ο αλγόριθμος ανάκλησης του Hopfield μεγιστο-

ποιεί την συνάρτηση ενέργειας Η (βλ. Εξ. (201)). Η ενέργεια H έχει τη γε-

νική μορφή μιας συνάρτησης δευτέρου βαθμού ως προς τις παραμέτρους yi. 

Αν λοιπόν έχουμε να αντιμετωπίσουμε ένα πρόβλημα το οποίο απαιτεί τη 

μεγιστοποίηση (ή την ελαχιστοποίηση) μιας συνάρτησης ενέργειας δευτέ-

ρου βαθμού τότε μπορούμε να χρησιμοποιήσουμε ένα δίκτυο Hopfield για 




