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Το βιβλίο που κρατάς στα χέρια σου, μοναδικό στην ελληνική βιβλιογραφία, 
θα σου φανεί χρήσιμο τις τελευταίες ημέρες της προετοιμασίας σου για τις 

πανελλαδικές εξετάσεις. 

Τα περιεχόμενά του είναι:
1)  Ερωτήσεις θεωρίας (ορισμοί εννοιών, αποδείξεις θεωρημάτων και διατυπώ-

σεις επώνυμων θεωρημάτων). Δεν δίνονται οι απαντήσεις, αφού μπορείς να 
τις βρεις στο σχολικό βιβλίο ή στα βιβλία μου «Μαθηματικά Κατεύθυνσης Γʹ 
Λυκείου», Τόμοι 1 και 2. Απλώς, ο κατάλογος αυτός σε διευκολύνει για έναν 
αυτοέλεγχο.

2)  Ερωτήσεις «Σωστού-Λάθους». Δίνονται 125 ερωτήσεις «Σωστού-Λάθους» 
όπου σχεδόν όλες απαιτούν καλή γνώση της θεωρίας. Για όλες τις ερωτήσεις 
δίνονται απαντήσεις, με τις απαραίτητες αιτιολογήσεις.

3)  Μεθοδολογία ασκήσεων. Αναφέρονται οι κυριότερες μέθοδοι επεξεργασίας 
θεμάτων ή επίλυσης προβλημάτων.

4)  Αντιπροσωπευτικές ασκήσεις. Δίνονται 50 θέματα, ανάλογα με αυτά των 
πανελλαδικών εξετάσεων, επιλεγμένα με τέτοιον τρόπο, ώστε να καλύπτουν 
όλη την εξεταστέα ύλη.

  Προσπάθησε πρώτα μόνος σου για τη λύση τους και στη συνέχεια συμβου-
λέψου τις σύντομες λύσεις που σου δίνω.

Καλή επιτυχία στις εξετάσεις σου!

Φλεβάρης 2011
Θανάσης Ξένος

 Πρόλογος
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Μαθηματικά

Κατεύθυνσης

Μέρος Α'



❖ Ορισμοί

1.   Συζυγείς μιγαδικοί αριθμοί.

2.  Μέτρο μιγαδικού αριθμού.

3.  Πραγματική συνάρτηση.

4.  Σύνολο τιμών συνάρτησης  f : A → ®, όπου  Α  ®.

5.  Γραφική παράσταση συνάρτησης  f : A → ®, Α  ®.

6.  Ίσες συναρτήσεις.

7.  Άθροισμα, διαφορά, γινόμενο και πηλίκο δύο συναρτήσεων.

8.  Σύνθεση δύο συναρτήσεων.

9.   Γνησίως αύξουσα, γνησίως φθίνουσα και γνησίως μονότονη συνάρτηση σ’ 
ένα διάστημα του πεδίου ορισμού της.

10.   Μέγιστο και ελάχιστο συνάρτησης.

11.   Συνάρτηση 1-1.

12.   Αντίστροφη μιας συνάρτησης.

13.   Συνεχής συνάρτηση α) σ’ ένα σημείο β) σ’ ένα ανοιχτό διάστημα και γ) σ’ 
ένα κλειστό διάστημα.

14.   Παραγωγίσιμη συνάρτηση α) σ’ ένα σημείο β) σ’ ένα ανοικτό διάστημα και 
γ) σ’ ένα κλειστό διάστημα.

15.  Εφαπτομένη γραφικής συνάρτησης.

Ερωτήσεις θεωρίας

»Ûòï÷ °': MáõèíáôéëÀ ºáôåàõùîóè÷  ¶òöôÜóåé÷ õåöòÝá÷ 9



1.  Αν  α, β Œ ç, τότε ισχύει η ισοδυναμία

    α + βi = 0 ⇔ α = 0  και  β = 0.

2.   Αν  α, β Œ ® με  α + βi = 0,  τότε  α = 0  ή  β = 0.

3.   Δεν υπάρχει αριθμός που είναι συγχρόνως πραγματικός και φανταστικός.

4.   Αν  z Œ ç, οι εικόνες των αριθμών  z  και  z-   είναι σημεία συμμετρικά ως 
προς τον άξονα  yʹy.

5.   Αν  ν Œ ∑,  τότε  (–i)ν = i,  όταν  ν = 4κ + 3,  κ Œ ∑.

6.   Αν  α, β Œ ®,  ο αριθμός  z = (α + βi)ν + (α – βi)ν,  ν Œ ∑  είναι φανταστικός.

7.   Αν  z, w Œ ç  με  z2 + w2 = 0,  τότε  z = 0  και  w = 0.

8.   Ισχύει  |z|2 + z2 = 0,  αν και μόνο αν  Re(z) = 0.

9.   Αν  z Œ ç*,  οι εικόνες των  z, iz-   και  
i
z
3   ανήκουν στον ίδιο κύκλο κέντρου  

Ο(0, 0).

10.   Αν  z Œ ç  με  |z| = ρ > 0,  τότε  .z z
r

=

11.   Οι συναρτήσεις  ( )f x x45=   και  ( )g x x 5
4

=   είναι ίσες.

12.   Οι συναρτήσεις  f(x) = lnx2  και  g(x) = 2lnx  δεν είναι ίσες.

13.  Η συνάρτηση  f(x) = εφx  έχει σύνολο τιμών στο  ®.

14.   Οι συναρτήσεις  f(x) = ex  και  g(x) = lnx  έχουν συμμετρικές γραφικές πα-
ραστάσεις ως προς την ευθεία  y = x.

Ερωτήσεις Σωστού-Λάθους
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1.   Μια εξίσωση με άγνωστο το μιγαδικό  z, που περιέχει τον  z   ή το  |z|, λύνε-
ται συνήθως με την αντικατάσταση  z = x + yi,  όπου  x, y Œ ®  και εφαρμογή 
της ιδιότητας

    α + βi = 0 + α = 0  και  β = 0 (α, β Œ ®).

2.   Στις πράξεις μιγαδικών, όπου εμφανίζεται πηλίκο, το γράφουμε στη μορ-
φή  α + βi (α, β Œ ®), πολλαπλασιάζοντας τους όρους του συγκεκριμένου 
κλάσματος με το συζυγή του παρονομαστή.

3.   Αν δύο μιγαδικοί αριθμοί είναι ίσοι, τότε και τα μέτρα τους είναι ίσα. Το 
αντίστροφο δεν ισχύει.

  Αν  z1 , z2 Œ ç  και  ν Œ ∑*,  τότε ισχύει:

    | | | | | | | | | | | | .z z z z z z z z1 1 1 12 2 2 2
n n n n n n& + += = = =

4.   Έστω ότι ζητάμε το γεωμετρικό τόπο (γ.τ.) της εικόνας του μιγαδικού  z, 
ώστε να επαληθεύεται μια εξίσωση  f(z) = 0. 

   Αν η εξίσωση αυτή δεν έχει τη μορφή  |z – z0| = ρ,  οπότε ο γ.τ. είναι κύκλος, 
θέτουμε  z = x + yi (x, y Œ ®)  και βρίσκουμε την εξίσωση του γ.τ.

5.   Έστω ότι είναι γνωστός ο γ.τ. του σημείου  Μ(z)  και ζητάμε το γ.τ. της ει-
κόνας ενός μιγαδικού  w = f(z).

   ➧   Θέτουμε  z = x + yi (x, y Œ ®)  και από την εξίσωση του γ.τ. του Μ(z) κα-
ταλήγουμε σε μια εξίσωση (1) με  x  και  y.

    ➧   Γράφουμε τον  w = f(z) = f(x + yi)  στη μορφή  α + βi  και η εικόνα του  w  
είναι το σημείο  Ν(α, β), όπου τα  α, β  είναι συναρτήσεις των  x  και  y.

Μεθοδολογία ασκήσεων
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    ➧   Θέτουμε  α = x1  και  β = y1. Από τις εξισώσεις αυτές βρίσκουμε τα  x  
και  y  συναρτήσει των  x1  και  y1. Στη συνέχεια, αντικαθιστούμε τα  x  
και  y  στην (1), οπότε βρίσκουμε την εξίσωση του γ.τ. του Ν(w).

   Στην περίπτωση που η εξίσωση  w = f(z), επιλύεται ως προς  z,  z = f –1(w), 

τότε αντικαθιστούμε τον  z  στην αρχική εξίσωση και βρίσκουμε αμέσως 
την εξίσωση του γ.τ. του  Ν(w).

6.   Παρακάτω αναφέρουμε τις χαρακτηριστικότερες περιπτώσεις ακροτάτων 
στους μιγαδικούς.

  α)  Αν το σημείο  Μ(z)  κινείται σε 
μια ευθεία  

   ε: αx + βy + γ = 0,    τότε 

   
| | ( )

( , )
| |

.

min z OA

d O e
a b

g
2 2

= =

= =
+

 

    Ο μιγαδικός  z  με το ελάχιστο μέτρο είναι αυτός που έχει εικόνα την 
προβολή  Α  του  Ο  πάνω στην  ε.

  β)  Έστω  z0  ένας σταθερός 
μιγαδικός και ότι το ση-
μείο  Μ(z)  κινείται στον  
κύκλο κέντρου  Κ(x0 , y0)  και 
ακτίνας  ρ.

   Τα ακρότατα του  

   |z – z0| = (AM)  είναι:

   min|z – z0| = (AB) = (AK) – ρ   
  και  

   max|z – z0| = (AΓ) = (AK) + ρ.

    Για να βρούμε τους μιγαδικούς  z  με ελάχιστο ή μέγιστο μέτρο, λύ-
νουμε το σύστημα των εξισώσεων του κύκλου (Κ, ρ) και της  ευθείας 
ΑΚ.

y

A
M(z)

ε

|z|

O x
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1.  Δίνεται η εξίσωση

    ,z z2 2 2= -` j    zŒç* (1)

  α) Να βρεθούν οι ρίζες  z1  και  z2  της (1).

  β) Να βρεθούν οι θετικές ακέραιες τιμές του  ν, για τις οποίες ισχύει

   .z z 01 2
n n+ =

  γ)  Να βρεθούν οι πραγματικοί αριθμοί  x  και  y, που επαληθεύουν την ισό-
τητα

    ( ) .x yi i i
z z

1 1 12011 16

1
2

2
2+ + - = + +-

  δ)  Να βρεθεί ο γεωμετρικός τόπος των εικόνων των μιγαδικών  z, για τους 
οποίους ισχύει

    | | | |.z z z z1
2

2
4- = -

2.  Υποθέτουμε ότι για το μιγαδικό αριθμό  z  ισχύει 

    ( ) ,i z i
i

1 a b
a bn-
-

= +

  όπου  α, β Œ®  και  νŒ‘*.

  α)  Να εξετασθεί αν υπάρχουν πραγματικοί αριθμοί  z  που επαληθεύουν 
την παραπάνω ισότητα.

  β)  Να αποδειχθεί ότι η εικόνα του  z  στο μιγαδικό επίπεδο κινείται σε κύ-
κλο.

  γ) Να αποδειχθεί ότι  4 ≤ |z – 3 – 5i| ≤ 6.

Αντιπροσωπευτικές 
ασκήσεις
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  δ)  Να βρεθεί ο γεωμετρικός τόπος της εικόνας του  w z
1=   και να εξετα-

σθεί αν συμπίπτει με την εικόνα του  z.

3.   Θεωρούμε δύο μη μηδενικούς μιγαδικούς  z1  και  z2  με εικόνες τα σημεία 
Α και Β αντιστοίχως.

  Να αποδείξετε ότι:

  α) Ο  z
z

2
1   είναι πραγματικός, αν και μόνο αν  .OA OB'

  β) Ο  z
z

2
1   είναι φανταστικός, αν και μόνο αν  .OA OB=

  γ)  Αν το τετράπλευρο ΟΑΓΒ είναι ορθογώνιο και  z3  ο μιγαδικός με εικό-
να το σημείο  Γ, τότε υπάρχει  αŒ®  με  z3 = (1 + αi)z1.

  δ)  Αν το ΟΑΓΒ είναι τετράγωνο και  ,>I z
z

0m 1
2a k   τότε  z2 = iz1  και  

z3 = (1 + i)z1.

4.   Έστω  z Œ ç  με  |z| = ρ,  όπου  ρ  θετική σταθερά.

  α)  Να βρεθεί ο γεωμετρικός τόπος των εικόνων των μιγαδικών  z, ,z z
1   

   και  .
z

i
2

-

  β) Αν  ρ = 1, να βρεθεί η ελάχιστη και η μέγιστη τιμή του  .z z
1-

  γ) Αν  ρ = 2, να βρεθούν οι μιγαδικοί αριθμοί  z, για τους οποίους το

   z
z 12 -   γίνεται ελάχιστο ή μέγιστο.

5.   Αν οι εικόνες των μιγαδικών αριθμών  z1 , z2 , z3  είναι κορυφές ισόπλευρου 
τριγώνου, να αποδείξετε ότι:

  α) z z
z z

z z
z z

1 1
2 1

3 1

2 1

3 1
-
-

-
-

-= =

  β) .( ) ±z z z z i2
1

2
3

3 1 2 1- = - c m

  γ) .z z
z z

z z
z z

1
1 1

1

3

1 2

2

3
-
-

-
-

=+

6.  Δίνονται τα σημεία  Α(–3, 0), B(3, 0)  και η εικόνα  Μ  ενός μιγαδικού 

  αριθμού  z, με  ( )
( )

.MB
MA

2=
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➧ MAΘHMATIKA & ΣTOIXEIA ΣTATIΣTIKHΣ Γ' ΛYKEIOY “Γενικής παιδείας”,
 Διαφορικός Λογισμός - Στατιστική - Πιθανότητες (Aναθεωρημένη έκδοση 2006)

➧ MAΘHMATIKA Γ' ΛYKEIOY, Tόμος 1 “Θετικής & Tεχνολογικής κατεύθυνσης”,
 Mιγαδικοί Aριθμοί - Όριο και συνέχεια συνάρτησης (Aναθεωρημένη έκδοση 2006)

➧ MAΘHMATIKA Γ' ΛYKEIOY, Tόμος 2 “Θετικής & Tεχνολογικής κατεύθυνσης”,
 Διαφορικός & Oλοκληρωτικός Λογισμός (Aναθεωρημένη έκδοση 2006)

➧ ΠPOBΛHMATA MAΘHMATIKΩN Γ' ΛYKEIOY

➧ KPITHPIA AΞIOΛOΓHΣHΣ ΣTA MAΘHMATIKA Γ' ΛYKEIOY (Θετικής & Tεχνολ. Kατεύθ.)

➧ KPITHPIA AΞIOΛOΓHΣHΣ ΣTA MAΘHMATIKA Γ' ΛYKEIOY (Γενικής Παιδείας)

➧ MAΘHMATIKA B' KYKΛOY EΠΑΛ

➧ ΘΕΩΡΙΑ ΑΡΙΘΜΩΝ (για τους φοιτητές ΑΕΙ -ΤΕΙ)

➧ ANAΛYTIKH ΓEΩMETPIA (για τους φοιτητές ΑΕΙ -ΤΕΙ)

➧ ΓPAMMIKH AΛΓEBPA (για τους φοιτητές ΑΕΙ -ΤΕΙ)

➧ MAΘHMATIKH ANAΛYΣH, Τόμος 1 (για τους φοιτητές ΑΕΙ -ΤΕΙ)

➧ ΜΑΘΗΜΑΤΙΚΗ ΑΝΑΛΥΣΗ, Τόμος 2: Λογισμός πολλών μεταβλητών
 (για τους φοιτητές ΑΕΙ -ΤΕΙ)

➧ ΔΙΑΦΟΡΙΚΕΣ ΕΞΙΣΩΣΕΙΣ (για τους φοιτητές ΑΕΙ -ΤΕΙ)

➧ ΜΙΓΑΔΙΚΕΣ ΣΥΝΑΡΤΗΣΕΙΣ (για τους φοιτητές Θετικών Eπιστημών και Πολυτεχνείου)

➧ ΑΡΙΘΜΗΤΙΚΗ ΑΝΑΛΥΣΗ (για τους φοιτητές Θετικών Eπιστημών και Πολυτεχνείου)

➧ ΠPAKTIKH APIΘMHTIKH Mέθοδοι και Προβλήματα

➧ ΜΑΘΗΜΑΤΙΚΕΣ ΓΝΩΣΕΙΣ & ΔΕΞΙΟΤΗΤΕΣ
 (για τους διαγωνισμούς του ΑΣΕΠ, κατηγορία Δ.Ε.)

➧ EΠIΛEΓMENA ΘEMATA AΠO TA MΑΘΗΜΑΤΙΚΑ
 (για τους διαγωνισμούς του ΑΣΕΠ καθηγητών)

➧ TYΠΟΛΟΓΙΟ ΜΑΘΗΜΑΤΙΚΩΝ

ΘΑΝΑΣΗ ΞΕΝΟΥ

Κεντρική διάθεση:

Ηλεκτρονικό βιβλιοπωλείο:  www.ziti.gr


