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Κ Ε Φ Α Λ Α Ι Ο  5  

 

Προβλήματα δυο διαστάσεων  

με τη χρήση τριγώνων σταθερής 

παραμόρφωσης 

5.1    ΕΙΣΑΓΩΓΗ 

Σε αυτό το κεφάλαιο θα περιγράψουμε τη διαδικασία εξαγωγής τύπων με πεπερασμένα στοιχεία 

δυο διαστάσεων χρησιμοποιώντας τα βήματα του προβλήματος μίας διάστασης. Οι μετατοπίσεις, 

οι συνιστώσες εφελκυσμού και οι κατανεμημένες τιμές της δύναμης σώματος είναι συναρτήσεις 

της θέσης η οποία υποδεικνύεται με τα (x, y). Το διάνυσμα μετατόπισης u δίνεται ως 

  (5.1) 

όπου u και υ είναι οι συνιστώσες x και y του u αντίστοιχα. Οι τάσεις και οι παραμορφώσεις δίνο-

νται από τους τύπους 

  (5.2) 

  (5.3) 

Από το Σχ. 5.1, το οποίο αναπαριστά το πρόβλημα των δυο διαστάσεων στη γενική τοποθέτηση, 

η δύναμη σώματος, το διάνυσμα εφελκυσμού και ο στοιχειώδης όγκος δίνονται από 

 

ΣΧΗΜΑ 5.1    Το πρόβλημα δύο διαστάσεων 
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 f = [fx, fy]
T
     T = [Tx, Ty]

T
     και     dV = t dA (5.4) 

όπου t είναι το πάχος κατά την κατεύθυνση z. Η δύναμη σώματος f έχει μονάδες δύναμη/μονάδα 

όγκου, ενώ η δύναμη εφελκυσμού Τ έχει μονάδες δύναμη/μονάδα επιφανείας. Η σχέση παρα-

μόρφωσης-μετατόπισης δίνεται από 

 
 (5.5)

 

Η σχέση τάσεων και παραμορφώσεων δίνεται από τον τύπο (βλέπε Εξ. 1.18 και 1.19) 

 σ = Dє (5.6) 

 Για να διακριτοποιήσουμε την περιοχή εκφράζουμε τις μετατοπίσεις ως προς τις τιμές σε δια-

κριτά σημεία. Πρώτα εισάγουμε τριγωνικά στοιχεία. Έπειτα αναπτύσσουμε τις έννοιες της α-

καμψίας και της φόρτισης χρησιμοποιώντας τις προσεγγίσεις ενέργειας και Galerkin. 

5.2    Η ΜΟΝΤΕΛΟΠΟΙΗΣΗ ΜΕ ΠΕΠΕΡΑΣΜΕΝΑ ΣΤΟΙΧΕIΑ 

Διαιρούμε την περιοχή δυο διαστάσεων σε τρίγωνα με ευθύγραμμες πλευρές. Το Σχήμα 5.2 δεί-

χνει έναν τυπικό τριγωνισμό. Τα σημεία όπου συναντώνται οι ακμές των τριγώνων ονομάζονται 

κόμβοι, ενώ κάθε τρίγωνο το οποίο σχηματίζεται από τρεις κόμβους και τρεις πλευρές ονομάζε-

ται στοιχείο. Τα στοιχεία καλύπτουν ολόκληρη την περιοχή, εκτός μιας μικρής περιοχής στο σύ-

νορο. Αυτή η ακάλυπτη περιοχή βρίσκεται στα καμπύλα σύνορα και μπορεί να μειωθεί με επιλο-

γή μικρότερων στοιχείων ή στοιχείων με καμπύλα σύνορα. Στόχος της Μεθόδου Πεπερασμένων 

Στοιχείων είναι να λυθεί το πρόβλημα προσεγγιστικά και η ακάλυπτη περιοχή συνεισφέρει ως 

 

ΣΧΗΜΑ 5.2    Διακριτοποίηση πεπερασμένου στοιχείου 
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ένα βαθμό σε αυτήν την προσέγγιση. Κατά τον τριγωνισμό του Σχ. 5.2, τοποθετούμε τους αριθ-

μούς των κόμβων στις ακμές και τους αριθμούς των στοιχείων σε κύκλους. 

 Στο πρόβλημα δυο διαστάσεων που εξετάζουμε εδώ, κάθε κόμβος επιτρέπεται να μετατοπίζε-

ται κατά τις δυο κατευθύνσεις x και y. Επομένως, κάθε κόμβος έχει δύο βαθμούς ελευθερίας. 

Όπως φαίνεται από το σχήμα αρίθμησης το οποίο χρησιμοποιήσαμε στα δικτυώματα, οι συνι-

στώσες μετατόπισης του κόμβου j λαμβάνονται ως Q2j–1 στην κατεύθυνση x και Q2j στην κατεύ-

θυνση y. Ορίζουμε το διάνυσμα ολικής μετατόπισης ως 

  (5.7) 

όπου Ν είναι ο αριθμός των βαθμών ελευθερίας. 

 Αναπαριστούμε υπολογιστικά, τις πληροφορίες τριγωνισμού σε μορφή κομβικών συντεταγμέ-
νων και συνδεσμολογίας. Αποθηκεύουμε τις κομβικές συντεταγμένες σε έναν πίνακα δυο διαστά-

σεων, ο οποίος απαρτίζεται από το συνολικό αριθμό κόμβων και συντεταγμένων (δύο) ανά κόμ-

βο. Για να δούμε τη συνδεσμολογία καθαρά, απομονώνουμε ένα τυπικό στοιχείο, όπως στο Σχ. 

5.3. Για τους τρεις κόμβους οι οποίοι ορίζονται τοπικά ως 1, 2 και 3, οι αντίστοιχοι ολικοί αριθ-

μοί κόμβων ορίζονται στο Σχ. 5.2. Συγκεντρώνουμε τις πληροφορίες συνδεσμολογίας των στοι-

χείων σε έναν πίνακα όπου αναφέρεται το μέγεθος και ο αριθμός των στοιχείων και οι κόμβοι 

(τρεις) ανά στοιχείο. Στον Πίνακα 5.1 απεικονίζεται μια τυπική συνδεσμολογία. Οι περισσότεροι 

πρότυποι κώδικες πεπερασμένων στοιχείων χρησιμοποιούν αριστερόστροφη σύμβαση αρίθμη-

σης, για να αποφεύγεται ο υπολογισμός αρνητικών εμβαδών. Όμως, για το πρόγραμμα το οποίο 

συνοδεύει αυτό το κεφάλαιο, η διάταξη δεν είναι αναγκαία. 

 Ο Πίνακας 5.1 ορίζει την αντιστοιχία των τοπικών και ολικών αριθμών κόμβων και τους α-

ντίστοιχους βαθμούς ελευθερίας. Αναπαριστούμε τις συνιστώσες μετατόπισης ενός τοπικού κόμ-

βου j ως q2j-1 και q2j κατά τις κατευθύνσεις x και y, αντίστοιχα (Σχ. 5.3). Ορίζουμε το διάνυσμα 

μετατόπισης του στοιχείου ως 

  (5.8) 

 

ΣΧΗΜΑ 5.3    Τριγωνικό στοιχείο 
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Παρατηρήστε ότι από το μητρώο συνδεσμολογίας του Πίνακα 5.1, έχουμε τη δυνατότητα να εξα-

γάγουμε το διάνυσμα q από το ολικό διάνυσμα Q, μια ενέργεια η οποία εκτελείται συχνά σε ένα 

πρόγραμμα πεπερασμένων στοιχείων. Επίσης, 

ΠΙΝΑΚΑΣ 5.1    Συνδεσμολογία στοιχείων 

Αριθμός Στοιχείου Τρεις κόμβοι 

 e  01 02 03 

 01  01 02 04 

 02  04 02 07 

 §   0 0 

 11  06 07 010 

 §    0 

 20  13 16 15 

οι κομβικές συντεταγμένες οι οποίες συμβολίζονται με (x1, y1) (x2, y2) και (x3, y3) έχουν την ολική 

αντιστοίχηση που ορίζεται στον Πίνακα 5.1. Η τοπική απεικόνιση των κομβικών συντεταγμένων 

και βαθμών ελευθερίας αποτελεί τη βάση για μια απλή και σαφή αναπαράσταση των χαρακτηρι-

στικών του στοιχείου. 

5.3    ΤΡΙΓΩΝΟ ΣΤΑΘΕΡΗΣ ΠΑΡΑΜΟΡΦΩΣΗΣ (CST) 

Πρέπει να αναπαραστήσουμε τη μετατόπιση των σημείων εντός ενός στοιχείου συναρτήσει των 

κομβικών μετατοπίσεων του στοιχείου. Όπως αναφέραμε νωρίτερα, η Μέθοδος Πεπερασμένων 

Στοιχείων χρησιμοποιεί την έννοια των συναρτήσεων μορφής για τη συστηματική ανάπτυξη αυ-

τών των προσεγγίσεων. Οι τρεις συναρτήσεις μορφής Ν1, Ν2 και Ν3, οι οποίες αντιστοιχούν στους 

κόμβους 1, 2 και 3 αντίστοιχα φαίνονται στο Σχ. 5.4. Η συνάρτηση μορφής Ν1 έχει τιμή 1 στον 

κόμβο 1 και ελαττώνεται γραμμικά στην τιμή 0 στους κόμβους 2 και 3. Έτσι, οι τιμές της συνάρ-

τησης μορφής Ν1 ορίζουν μια επίπεδη επιφάνεια, η οποία απεικονίζεται σκιασμένη στο Σχ. 5.4α. 

Οι Ν2 και Ν3 αναπαρίστανται με παρόμοιες επιφάνειες, οι οποίες έχουν τιμή 1 στους κόμβους 2 

και 3 αντίστοιχα, η οποία μειώνεται στην τιμή 0 στις απέναντι κορυφές. Αλλά και κάθε γραμμι-

κός συνδυασμός αυτών των συναρτήσεων μορφής αναπαριστά μια επίπεδη επιφάνεια. Πιο συ-

γκεκριμένα, η σχέση Ν1
 
+ Ν2 + Ν3 αναπαριστά ένα επίπεδο με ύψος 1 στους κόμβους 1, 2 και 3. 

Άρα, το επίπεδο είναι παράλληλο προς το τρίγωνο 123. Συνεπώς, για κάθε Ν1, Ν2 και Ν3, 

 Ν1 + Ν2 + Ν3 = 1 (5.9) 

Γι' αυτό το λόγο, οι Ν1, Ν2 και Ν3 δεν είναι γραμμικά ανεξάρτητες. Μόνο δύο από αυτές είναι ανε-

ξάρτητες. Οι ανεξάρτητες συναρτήσεις μορφής αναπαρίστανται κατάλληλα από το ζεύγος ξ, η ως  

 Ν1 = ξ      Ν2 = η      N3 = 1 – ξ – η (5.10) 

όπου ξ και η είναι φυσικές συντεταγμένες (Σχ. 5.4). Σε αυτό το σημείο, πρέπει να σημειώσουμε 

την ομοιότητα με το στοιχείο μίας διάστασης (Κεφάλαιο 3). Στο πρόβλημα μίας διάστασης, αντι-

στοιχίσαμε τις συντεταγμένες x με τις συντεταγμένες ξ και ορίσαμε τις συναρτήσεις μορφής συ-

ναρτήσει του ξ. Στην προκειμένη περίπτωση, στο πρόβλημα δύο διαστάσεων, αντιστοιχίζουμε τις 

συντεταγμένες x, y με τις συντεταγμένες ξ, η και ορίζουμε τις συναρτήσεις μορφής συναρτήσει 

των ξ και η. 
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 Οι συναρτήσεις μορφής μπορούν να παρασταθούν φυσικά με συντεταγμένες επιφανείας. 

Ένα σημείο (x, y) ενός τριγώνου, το διαιρεί σε τρεις περιοχές Α1, Α2 και Α3, όπως στο Σχ. 5.5. Οι 

συναρτήσεις μορφής Ν1, Ν2 και Ν3 αναπαρίστανται με ακρίβεια από 

 

ΣΧΗΜΑ 5.4    Συναρτήσεις μορφής 

 

ΣΧΗΜΑ 5.5    Συντεταγμένες επιφανείας 
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 (5.11)

 

όπου Α είναι το εμβαδόν του στοιχείου. Προφανώς, έχουμε Ν1
 
+ Ν2 + Ν3 = 1 σε κάθε εσωτερικό 

σημείο του τριγώνου. 

Ισοπαραμετρική αναπαράσταση 

Γράφουμε τις μετατοπίσεις εσωτερικά του στοιχείου χρησιμοποιώντας τις συναρτήσεις μορφής 

και τις κομβικές τιμές του άγνωστου πεδίου μετατόπισης. Έχουμε 

 u = N1q1 + N2q3 + N3q5 

 υ = N1q2 + N2q4 + N3q6 (5.12α) 

ή χρησιμοποιώντας την Εξ. 5.10, 

 u = (q1 + q5)ξ + (q3 + q5)η + q5 

 υ = (q2 – q6)ξ + (q4 – q6)η + q6 (5.12β) 

Εκφράζουμε τις σχέσεις 5.12α σε μορφή μητρώου ορίζοντας ένα μητρώο συνάρτησης μορφής 

 
 (5.13)

 

και 

 u = Nq (5.14) 

Στην περίπτωση του τριγωνικού στοιχείου, μπορούμε να αναπαραστήσουμε τις συντεταγμένες x,  

y συναρτήσει κομβικών συντεταγμένων, χρησιμοποιώντας τις ίδιες συναρτήσεις μορφής. Αυτό 

λέγεται ισοπαραμετρική αναπαράσταση. Η προσέγγιση αυτή απλοποιεί την ανάπτυξη και δια-

τηρεί την ομοιομορφία με άλλα σύνθετα στοιχεία. Έχουμε 

 x = N1x1 + N2x2 + N3x3 
 y = N1y1 + N2y2 + N3y3 (5.15α) 

ή 

 x = (x1 – x3)ξ + (x2 – x3)η + x3 

 y = (y1 – y3)ξ + (y2 – y3)η + y3 (5.15β) 

Αντικαθιστώντας xij = xi – xj και yi j = yi – yj γράφουμε τις Εξ. 5.15β ως 

 x = x13ξ + x23η + x3 
 y = y13ξ + y23η + y3 (5.15γ) 

Οι εξισώσεις αυτές συσχετίζουν τις συντεταγμένες x και y με τις συντεταγμένες ξ και η. Η Εξί-

σωση 5.12 εκφράζει τα u και υ ως συναρτήσεις των ξ και η. 
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Παράδειγμα 5.1 

Υπολογίστε τις συναρτήσεις μορφής Ν1, Ν2 και Ν3 στο εσωτερικό σημείο Ρ για το τριγωνικό στοιχείο του 

Σχ. Π5.1. 

 

ΣΧΗΜΑ Π5.1    Παραδείγματα 5.1 και 5.2 

Λύση 

Χρησιμοποιώντας την ισοπαραμετρική αναπαράσταση (Εξ. 5.15), έχουμε 

3.85 = 1.5Ν1 + 7Ν2 + 4Ν3 = – 2.5ξ + 3η + 4 

4.8 = 2Ν1 + 3.5Ν2 + 7Ν3 = – 5ξ – 3.5η + 7
 

Αναδιατάσσουμε τις δύο εξισώσεις στη μορφή 

2.5ξ – 3η = 0.15 

5ξ + 3.5η = 2.2 

Λύνοντας τις εξισώσεις, λαμβάνουμε ξ = 0.3 και η = 0.2 από όπου συνεπάγεται 

Ν1 = 0.3       Ν2 = 0.2       Ν3 = 0.5 

 Για να υπολογίσουμε τις παραμορφώσεις, πρέπει να λάβουμε μερικές παραγώγους των u και υ 

ως προς x και y. Από τις Εξ. 5.12 και 5.15 βλέπουμε ότι τα u, υ και x, y είναι συναρτήσεις των ξ 
και η. Δηλαδή, u = u(x(ξ, η), y(ξ, η)). Παρόμοια, υ = υ(x(ξ, η), y(ξ, η)). Χρησιμοποιώντας τον κα-

νόνα παραγώγισης για μερικές παραγώγους του u, έχουμε 

 

Τις οποίες μπορούμε να γράψουμε σε μορφή μητρώων ως 
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 (5.16)

 

όπου το τετραγωνικό μητρώο (2 × 2) ορίζεται ως η Ιακωβιανή του μετασχηματισμού, J: 

 

 (5.17)

 

Στο παράρτημα παραθέτουμε μερικές ακόμα ιδιότητες της Ιακωβιανής. Λαμβάνοντας την παρά-

γωγο των x και y έχουμε 

 
 (5.18)

 

Επίσης, από την Εξ. 5.16, 

 

 (5.19)

 

όπου J
-1

 είναι το αντίστροφο της Ιακωβιανής J και δίνεται από 

 
 (5.20)

 

  (5.21) 

Από το εμβαδόν του τριγώνου, είναι προφανές ότι το μέγεθος της ορίζουσας, det J είναι το δι-

πλάσιο του εμβαδού του τριγώνου. Εάν τα σημεία 1, 2 και 3 είναι διατεταγμένα αριστερόστροφα, 

η det J έχει θετικό πρόσημο. Έχουμε 

  (5.22) 

όπου το | | αναπαριστά το μέγεθος. Οι περισσότεροι κώδικες υπολογιστών χρησιμοποιούν αρι-

στερόστροφη διάταξη κόμβων, και την ορίζουσα det J για τον υπολογισμό του εμβαδού. 

Παράδειγμα 5.2 

Ορίσετε την Ιακωβιανή του μετασχηματισμού J για το τριγωνικό στοιχείου του Σχ. Π5.1. 

Λύση 

Έχουμε  

  



  5.3    ΤΡΙΓΩΝΟ ΣΤΑΘΕΡΗΣ ΠΑΡΑΜΟΡΦΩΣΗΣ (CST) 165 

Άρα, det J = 23.75 μονάδες. Αυτό είναι το διπλάσιο του εμβαδού του τριγώνου. Εάν οι κόμβοι 1, 2 και 3 

είναι δεξιόστροφα διατεταγμένοι, τότε η ορίζουσα det J είναι αρνητική. ■ 

Από τις Εξ. 5.19 και 5.20 προκύπτει ότι 

 

 (5.23α)

 

Αντικαθιστώντας το u με τη μετατόπιση υ, λαμβάνουμε την παρόμοια έκφραση 

 

 (5.23β)

 

Χρησιμοποιώντας τις σχέσεις παραμόρφωσης-μετατόπισης (5.5) και τις Εξ. 5.12β και 5.23 

 

 (5.24α)

 

 Από τον ορισμό των xij και yij μπορούμε να γράψουμε y31 = y13 και y12 = y13 – y23 κ.λπ. Γρά-

φουμε την προηγούμενη εξίσωση στη μορφή 

 

 (5.24β)

 

Γράφουμε την εξίσωση σε μορφή μητρώου ως 

 є = Bq (5.25) 

όπου Β είναι ένα μητρώο (3 × 6) στοιχείου παραμόρφωσης-μετατόπισης, το οποίο συνδέει τις 

τρεις παραμορφώσεις με τις έξι κομβικές μετατοπίσεις και δίνεται από το 

 

 (5.26)

 

Σημειώνεται ότι όλα τα στοιχεία του μητρώου Β είναι σταθερές και εκφράζονται συναρτήσει των 

κομβικών συντεταγμένων. 

Παράδειγμα 5.3 

Βρείτε τα μητρώα B
e
 παραμόρφωσης-κομβικών μετατοπίσεων για τα στοιχεία του Σχ. 5.3. Χρησιμοποιήστε 

τους τοπικούς αριθμούς που δίνονται στις γωνίες. 
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ΣΧΗΜΑ Π5.3 

Λύση 

Έχουμε 

  

όπου η det J λαμβάνεται από x13 y23 – x23 y13 = (3) (2) – (3)(0) = 6. Χρησιμοποιώντας τους τοπικούς αριθ-

μούς των γωνιών, μπορούμε να γράψουμε τη Β
2
 χρησιμοποιώντας τη σχέση ως 

  � 

Προσέγγιση δυναμικής ενέργειας 

Η δυναμική ενέργεια Π του συστήματος δίνεται από την 

 
 (5.27)

 

Στον τελευταίο όρο της Εξ. 5.27, το i υποδεικνύει το σημείο εφαρμογής του φορτίου σημείου Ρi 

και Pi = [Px, Py]
Τ

i
. Η άθροιση ως προς i δίνει τη δυναμική ενέργεια, η οποία οφείλεται στα φορτία 

όλων των σημείων. 

 Αν χρησιμοποιήσουμε τον τριγωνισμό του Σχ. 5.9, μπορούμε να γράψουμε την ολική δυναμι-

κή ενέργεια στη μορφή 

 
 (5.28α)

 

ή 

 
 (5.28β)

 

όπου Ue = ½ T

∫
e

t dAє єD  είναι η ενέργεια παραμόρφωσης του στοιχείου. 



  5.3    ΤΡΙΓΩΝΟ ΣΤΑΘΕΡΗΣ ΠΑΡΑΜΟΡΦΩΣΗΣ (CST) 167 

Ακαμψία στοιχείου 

Αντικαθιστούμε τώρα την παραμόρφωση, από τη σχέση παραμόρφωσης-μετατόπισης στοιχείου 

της Εξ. 5.25, στην Εξίσωση 5.28β της ενέργειας παραμόρφωσης στοιχείου Ue, για να λάβουμε 

 

 (5.29a)

 

Θεωρώντας το πάχος του στοιχείου te ως σταθερό και λαμβάνοντας υπόψη ότι όλοι οι όροι στα 

μητρώα D και Β είναι σταθεροί, έχουμε 

 
 (5.29β)

 

Τώρα, ∫e dA = Ae, όπου Αe είναι το εμβαδόν του στοιχείου. Συνεπώς, 

  (5.29γ) 

ή 

  (5.29δ) 

όπου k
e
 είναι το μητρώο ακαμψίας του στοιχείου το οποίο δίνεται από 

  (5.30) 

 Στην περίπτωση επίπεδης τάσης ή επίπεδης παραμόρφωσης, μπορούμε να υπολογίσουμε το 

μητρώο ακαμψίας του στοιχείου λαμβάνοντας το κατάλληλο μητρώο ιδιοτήτων υλικού D που 

ορίσαμε στο Κεφάλαιο 1, και εκτελώντας τον προηγούμενο πολλαπλασιασμό με υπολογιστή. 

Σημειώνουμε ότι, επειδή το D είναι συμμετρικό, και το μητρώο k
e
 είναι συμμετρικό. Στη συνέ-

χεια, χρησιμοποιώντας τη συνδεσμολογία στοιχείων του Πίνακα 5.1, προσθέτουμε τις τιμές α-

καμψίας στοιχείου του k
e στις αντίστοιχες ολικές θέσεις του μητρώου συνολικής ακαμψίας Κ, 

έτσι ώστε 

 

 (5.31)

 

Το μητρώο συνολικής ακαμψίας Κ είναι συμμετρικό και ζωνικό ή αραιό. Η τιμή ακαμψίας Kij 
είναι μηδέν όταν οι βαθμοί ελευθερίας i και j δεν συνδέονται δια μέσου ενός στοιχείου. Εάν οι 

βαθμοί ελευθερίας i και j συνδέονται μέσω ενός ή περισσοτέρων στοιχείων, συσσωρεύονται τι-

μές ακαμψίας από αυτά τα στοιχεία. Για τους ολικούς βαθμούς ελευθερίας που αριθμούνται όπως 

στο Σχ. 5.2, το εύρος ζώνης συσχετίζεται με τη μέγιστη διαφορά των αριθμών κόμβων του στοι-

χείου, για όλα τα στοιχεία. Εάν i1, i2 και i3 είναι αριθμοί κόμβων του στοιχείου e, η μέγιστη δια-

φορά αριθμού κόμβων του στοιχείου δίνεται από τον τύπο 

  (5.32α) 

Το μισό εύρους της ζώνης δίνεται από 

 
 (5.32β)
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όπου ΝΕ είναι ο αριθμός των στοιχείων και 2 είναι ο αριθμός των βαθμών ελευθερίας ανά κόμβο. 

 Το μητρώο συνολικής ακαμψίας Κ είναι σε μια μορφή όπου όλοι οι βαθμοί ελευθερίας Q εί-

ναι ελεύθεροι. Για να λάβουμε υπόψη τις συνοριακές συνθήκες, πρέπει να το τροποποιήσουμε. 

Όροι δύναμης 

Ας δούμε πρώτα τον όρο δύναμης σώματος 

 T

e

t dA∫u f  

που εμφανίζεται στην ολική δυναμική ενέργεια στην Εξ. 5.28β. Έχουμε 

  

Χρησιμοποιώντας τις σχέσεις παρεμβολής της Εξίσωσης 5.12α, βρίσκουμε ότι 

 

 (5.33)

 

Από τον ορισμό των συναρτήσεων μορφής σε ένα τρίγωνο, τις οποίες βλέπουμε στο Σχ. 5.4, το  

 
1

e

N dA∫  

αναπαριστά τον όγκο ενός τετραέδρου με εμβαδόν βάσης Ae και ύψος ακμής 1 (αδιάστατο). Ο 

όγκος αυτού του τετραέδρου δίνεται από τον τύπο 1/3 × Εμβαδόν βάσης × Ύψος (Σχ. 5.6) και 

είναι 

 
 (5.34)

 

Παρόμοια, 1

2 3 3 e

e e

N dA N dA A= =∫ ∫ . Μπορούμε τώρα να γράψουμε την Εξ. 5.33 στη μορφή 

 
 (5.35)

 

όπου f 
e
 είναι το διάνυσμα της δύναμης σώματος του στοιχείου και δίνεται από 

 
 (5.36)

 

Αυτές οι κομβικές δυνάμεις του στοιχείου συνεισφέρουν στο διάνυσμα ολικού φορτίου F. Πρέ-

πει, να χρησιμοποιήσουμε πάλι τη συνδεσμολογία του Πίνακα 5.1 για να προσθέσουμε το f 
e
 στο 

διάνυσμα ολικής δύναμης F. Το διάνυσμα f 
e
 είναι 
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ΣΧΗΜΑ 5.6   Ολοκλήρωμα μιας συνάρτησης μορφής 

διαστάσεων (6 × 1), όπου F είναι (N × 1). Αυτή η διαδικασία σύνθεσης συζητείται στα Κεφάλαια 

3 και 4. Την ορίζουμε συμβολικά, 

 
 (5.37)

 

 Η δύναμη εφελκυσμού είναι ένα κατανεμημένο φορτίο που ασκείται στην επιφάνεια του σώ-

ματος. Μια τέτοια δύναμη ενεργεί στις ακμές που συνδέουν συνοριακούς κόμβους. Μια δύναμη 

εφελκυσμού η οποία ενεργεί στην ακμή ενός στοιχείου συνεισφέρει στο διάνυσμα ολικού φορτί-

ου F. Μπορούμε να προσδιορίσουμε αυτή τη συνεισφορά, αν θεωρήσουμε τον όρο της εφελκυ-

στικής δύναμης T
td∫u T � . Έστω η ακμή 

1 2−
�  στην οποία ενεργεί εφελκυσμός Tx , Ty σε μονάδες 

δύναμης ανά μονάδα εμβαδού επιφανείας, όπως φαίνεται στο Σχ. 5.7α. Έχουμε 

 
 (5.38)

 

Από τις σχέσεις παρεμβολής οι οποίες χρησιμοποιούν τις συναρτήσεις μορφής παίρνουμε 

  

(5.39)

 




