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4κ ε φ ά λ α ι ο

T
α λογικά κυκλώματα κατατάσσονται σε δύο τύπους, τα
“συνδυαστικά” και τα “ακολουθιακά”. Συνδυαστικό λογικό
κύκλωμα είναι αυτό του οποίου οι έξοδοι εξαρτώνται μόνο
από τις τρέχουσες εισόδους. Tο περιστροφικό κουμπί επιλο-
γής καναλιών μιας παλιάς τηλεόρασης λειτουργεί όπως ένα

συνδυαστικό κύκλωμα: η “έξοδός” του επιλέγει ένα κανάλι με βάση την
τρέχουσα θέση του κουμπιού (“είσοδος”).

Oι έξοδοι ενός ακολουθιακού λογικού κυκλώματος εξαρτώνται όχι μό-
νο από τις τρέχουσες εισόδους, αλλά και από την προηγούμενη ακολου-
θία εισόδων, η οποία μπορεί να φτάνει σε οποιοδήποτε βάθος χρόνου. O
επιλογέας καναλιών που ελέγχεται από κουμπιά επιλογής πάνω και κάτω
σε μια τηλεόραση ή ένα βίντεο είναι ένα ακολουθιακό κύκλωμα — η
επιλογή των καναλιών εξαρτάται από την προηγούμενη ακολουθία πα-
τημάτων των κουμπιών πάνω και κάτω, τουλάχιστον από τη στιγμή που
αρχίσατε να βλέπετε 10 ώρες πριν, και πιθανώς από τότε που θέσατε σε
λειτουργία τη συσκευή. Tα ακολουθιακά κυκλώματα περιγράφονται στα
Kεφάλαια 7 και 8.

Ένα συνδυαστικό κύκλωμα είναι δυνατόν να περιέχει οποιονδήποτε
αριθμό λογικών πυλών και αντιστροφέων, αλλά όχι βρόχους ανάδρασης.
O βρόχος ανάδρασης είναι μια διαδρομή σήματος σε ένα κύκλωμα η
οποία επιτρέπει στην έξοδο μιας πύλης να μεταδίδεται πίσω στην είσοδο
της ίδιας πύλης. Ένας τέτοιος βρόχος δημιουργεί ακολουθιακή συμπερι-
φορά στο κύκλωμα.

Στην ανάλυση των συνδυαστικών κυκλωμάτων ξεκινάμε με ένα λογι-
κό διάγραμμα και προχωράμε σε μια τυπική περιγραφή της λειτουργίας
που εκτελείται από αυτό το κύκλωμα, όπως π.χ. με έναν πίνακα αληθεί-
ας ή με μια λογική παράσταση. Στη σύνθεση κάνουμε το αντίστροφο, ξε-
κινώντας με την τυπική περιγραφή και προχωρώντας σε ένα λογικό διά-
γραμμα.

Aρχές συνδυαστικής
λογικής σχεδίασης
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Tα συνδυαστικά κυκλώματα είναι δυνατόν να έχουν μία ή περισσότε-
ρες εισόδους. Oι περισσότερες τεχνικές ανάλυσης και σύνθεσης είναι δυ-
νατόν να επεκταθούν με προφανή τρόπο από κυκλώματα μίας εξόδου σε
κυκλώματα πολλών εξόδων (π.χ. επαναλαμβάνοντας τα ίδια βήματα για
κάθε έξοδο). Eπίσης υποδεικνύουμε τον τρόπο επέκτασης μερικών τε-
χνικών με όχι και τόσο προφανή τρόπο για βελτιωμένη αποτελεσματικό-
τητα στην περίπτωση των πολλών εξόδων.

O σκοπός αυτού του κεφαλαίου είναι να σας δώσει γερές θεωρητικές
βάσεις όσον αφορά την ανάλυση και τη σύνθεση συνδυαστικών λογικών
κυκλωμάτων, οι οποίες είναι σημαντικές για δύο λόγους, όπως θα δούμε
όταν φτάσουμε στα ακολουθιακά κυκλώματα. Aν και οι περισσότερες
από τις διαδικασίες ανάλυσης και σύνθεσης που αναφέρονται σε αυτό το
κεφάλαιο είναι σήμερα αυτοματοποιημένες χάρη στη χρήση εργαλείων
σχεδίασης με τη βοήθεια υπολογιστή, χρειάζεστε μια βασική κατανόηση
των θεμελιωδών αρχών χρήσης των εργαλείων αυτών ώστε να εντοπίζε-
τε το πρόβλημα όταν παίρνετε απρόσμενα ή ανεπιθύμητα αποτελέσματα.

Όταν θα έχετε πλέον κατανοήσει τις θεμελιώδεις αρχές, το επόμενο
βήμα είναι να κατανοήσετε με ποιον τρόπο μπορούν να εκφραστούν και
να αναλυθούν οι συνδυαστικές λειτουργίες με τη χρήση γλωσσών περι-
γραφής υλικού (HDL). Έτσι, οι δύο τελευταίες ενότητες του κεφαλαίου
αυτού περιγράφουν τα βασικά χαρακτηριστικά των γλωσσών ABEL και
VHDL, τις οποίες θα χρησιμοποιήσουμε για τη σχεδίαση διαφόρων λο-
γικών κυκλωμάτων σε όλο το βιβλίο.

Προτού ξεκινήσουμε τη συζήτηση για τα συνδυαστικά λογικά κυκλώ-
ματα, πρέπει να κάνουμε μια εισαγωγή στην άλγεβρα μεταγωγής, το βα-

232 Κεφάλαιο 4    Aρχές συνδυαστικής λογικής σχεδίασης

H σχεδίαση λογικών κυκλωμάτων είναι ένα υπερσύνολο της σύνθεσης,
εφόσον σε ένα πραγματικό πρόβλημα σχεδίασης ξεκινάμε συνήθως με μια
άτυπη (λεκτική ή νοητή) περιγραφή του κυκλώματος. Συχνά το πιο δημι-
ουργικό και δύσκολο μέρος της σχεδίασης είναι η διατύπωση της περι-
γραφής του κυκλώματος, με τον καθορισμό των σημάτων εισόδου και εξό-
δου του κυκλώματος και τον καθορισμό της λειτουργικής του συμπεριφο-
ράς με τη βοήθεια πινάκων αληθείας και εξισώσεων. Aφού δημιουργή-
σουμε την τυπική περιγραφή του κυκλώματος, συνήθως συνεχίζουμε με
μια διαδικασία σύνθεσης τύπου “περιστροφή της μανιβέλας” για να πά-
ρουμε το λογικό διάγραμμα ενός κυκλώματος με την απαιτούμενη λει-
τουργική συμπεριφορά. Tο υλικό που περιλαμβάνεται στις πρώτες τέσσε-
ρις ενότητες του κεφαλαίου αυτού αποτελεί τη βάση των διαδικασιών τύ-
που “περιστροφή της μανιβέλας”, όπου η “μανιβέλα” γυρίζει με το χέρι ή
με τον υπολογιστή. Oι δύο τελευταίες ενότητες περιγράφουν πραγματικές
γλώσσες σχεδίασης, την ABEL και τη VHDL. Όταν δημιουργούμε μια
σχεδίαση με μια από τις γλώσσες αυτές, το πρόγραμμα στον υπολογιστή
μπορεί να εκτελεί τα βήματα της σύνθεσης για λογαριασμό μας. Στα επό-
μενα κεφάλαια θα συναντήσουμε πολλά παραδείγματα της πραγματικής
διαδικασίας σχεδίασης.

ΣYNΘEΣH KAI
ΣXEΔIAΣH
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σικό μαθηματικό εργαλείο ανάλυσης και σύνθεσης κάθε τύπου λογικών
κυκλωμάτων.

4.1  Άλγεβρα μεταγωγής
Oι τυπικές τεχνικές ανάλυσης ψηφιακών κυκλωμάτων έχουν τις ρίζες
τους στην εργασία ενός Άγγλου μαθηματικού, του George Boole. Tο
1854 ο Boole επινόησε ένα αλγεβρικό σύστημα δύο τιμών, που σήμερα
λέγεται άλγεβρα Boole, με σκοπό να “εκφράσει τους θεμελιώδεις νόμους
του συλλογισμού στη συμβολική γλώσσα ενός Λογισμού”. Mε το σύ-
στημα αυτό ένας φιλόσοφος, κάποιος που ασχολείται με την επιστήμη
της λογικής, ή ένας μόνιμος κάτοικος άλλου πλανήτη μπορεί να διατυ-
πώνει προτάσεις που να είναι αληθείς ή ψευδείς, να τις συνδυάζει μετα-
ξύ τους για να φτιάχνει νέες προτάσεις, καθώς και να προσδιορίζει την
αλήθεια ή το ψεύδος των νέων προτάσεων. Για παράδειγμα, αν συμφω-
νήσουμε ότι “Oι άνθρωποι που δεν έχουν μελετήσει αυτή την ύλη είτε εί-
ναι αποτυχημένοι είτε δεν είναι σπασίκλες” και ότι “Kανένας σχεδιαστής
υπολογιστών δεν είναι αποτυχημένος”, μπορούμε να απαντήσουμε σε
ερωτήσεις όπως π.χ. “Aν είσαι σπασίκλας σχεδιαστής υπολογιστών, τό-
τε έχεις ήδη μελετήσει αυτό το αντικείμενο;”.

Aρκετά μετά τον Boole, το 1938, ο ερευνητής Claude E. Shannon των
Eργαστηρίων Bell παρουσίασε τον τρόπο προσαρμογής της άλγεβρας
Boole για την ανάλυση και την περιγραφή της συμπεριφοράς κυκλωμά-
των που κατασκευάζονται από ηλεκτρονόμους (ρελέ), που ήταν τα πιο
διαδεδομένα ψηφιακά λογικά στοιχεία εκείνης της εποχής. Στην άλγεβρα
μεταγωγής του Shannon η κατάσταση της επαφής ενός ρελέ, δηλαδή
ανοικτή ή κλειστή, αναπαρίσταται από μια μεταβλητή X η οποία είναι
δυνατόν να έχει μια από δύο δυνατές τιμές, 0 ή 1. Στις σημερινές τεχνο-
λογίες λογικής, αυτές οι τιμές αντιστοιχούν σε μεγάλη ποικιλία φυσικών
συνθηκών, π.χ. υψηλή τάση (HIGH) ή χαμηλή τάση (LOW), αναμμένο ή
σβηστό φως, πυκνωτής φορτισμένος ή εκφορτισμένος, ασφάλεια καμένη
ή όχι κ.λπ., όπως είδαμε αναλυτικά στον Πίνακα 3-1, στην Eνότητα 3.1.

Στο υπόλοιπο μέρος της ενότητας αυτής αναπτύσσουμε την άλγεβρα
μεταγωγής, χρησιμοποιώντας τις “πρώτες βασικές αρχές” και τις γνώσεις
που ήδη έχουμε σχετικά με τη συμπεριφορά των λογικών στοιχείων (πυ-
λών και αντιστροφέων). Για περισσότερες ιστορικές ή/και μαθηματικές
αναφορές σε αυτό το θέμα, συμβουλευθείτε τις Παραπομπές.

4.1.1  Aξιώματα

Στην άλγεβρα μεταγωγής χρησιμοποιούμε μια συμβολική μεταβλητή,
όπως π.χ. X, για να αναπαραστήσουμε την κατάσταση ενός λογικού σή-
ματος. Ένα λογικό σήμα είναι σε μία από δύο δυνατές καταστάσεις, π.χ.
χαμηλή ή υψηλή τάση, αναμμένο ή σβηστό φως κ.λπ., ανάλογα με την
τεχνολογία. Λέμε ότι το X έχει τιμή “0” για τη μια από αυτές τις κατα-
στάσεις και “1” για την άλλη.

άλγεβρα Boole

άλγεβρα μεταγωγής
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Για παράδειγμα, αναφορικά με τα λογικά κυκλώματα CMOS και TTL
του Kεφαλαίου 3, η σύμβαση θετικής λογικής μάς επιβάλει να αντιστοι-
χίζουμε την τιμή “0” στην τάση LOW (χαμηλή) και την τιμή “1” στην τά-
ση HIGH (υψηλή). H σύμβαση αρνητικής λογικής κάνει την αντίθετη συ-
σχέτιση: 0 = HIGH και 1 = LOW. Ωστόσο, η επιλογή της θετικής ή της
αρνητικής λογικής δεν επηρεάζει τη δυνατότητά μας να αναπτύξουμε μια
συνεπή αλγεβρική περιγραφή της συμπεριφοράς του κυκλώματος, παρά
μόνο την αφαίρεση “από τη φυσική στην αλγεβρική μορφή”, όπως θα
εξηγήσουμε αργότερα στην ανάλυση της έννοιας της δυικότητας. Για την
ώρα, μπορούμε να αγνοήσουμε τη φυσική πραγματικότητα των λογικών
κυκλωμάτων και να προσποιηθούμε ότι λειτουργούν άμεσα με τα λογικά
σύμβολα 0 και 1.

Tα αξιώματα ενός μαθηματικού συστήματος είναι ένα ελάχιστο σύνο-
λο βασικών ορισμών που θεωρούμε ότι είναι αληθείς, από τους οποίους
μπορούν να παραχθούν όλες οι υπόλοιπες πληροφορίες του συστήματος.
Tα δύο πρώτα αξιώματα της άλγεβρας μεταγωγής ενσωματώνουν την
“ψηφιακή αφαίρεση”, με την τυπική διατύπωση ότι η μεταβλητή X μπο-
ρεί να πάρει μόνο μία από δύο δυνατές τιμές:

(A1) X=0 αν X≠1 (A1′) X=1 αν X≠0

Σημειώστε ότι διατυπώσαμε τα αξιώματα ως ζεύγος, όπου η μόνη δια-
φορά ανάμεσα στο A1 και το A1′ είναι η εναλλαγή των συμβόλων 
0 και 1. Aυτό είναι ένα χαρακτηριστικό όλων των αξιωμάτων της άλγε-
βρας μεταγωγής και αποτελεί τη βάση της αρχής της “δυικότητας” που
θα μελετήσουμε αργότερα.

Στην Eνότητα 3.3.3 δείξαμε τη σχεδίαση ενός αντιστροφέα, ο οποίος
είναι ένα λογικό κύκλωμα του οποίου η στάθμη του σήματος εξόδου εί-
ναι το αντίθετο (ή το συμπληρωματικό) της στάθμης του σήματος εισό-
δου. O τόνος ( ′ ) υποδηλώνει τη λειτουργία αντιστροφέα. Aυτό σημαίνει
ότι αν η μεταβλητή X δείχνει ένα σήμα στην είσοδο ενός αντιστροφέα,
τότε το X′ δείχνει την τιμή ενός σήματος στην έξοδο του αντιστροφέα.
Aυτός ο συμβολισμός περιγράφεται τυπικά στο δεύτερο ζευγάρι αξιω-
μάτων:

(A2)  αν X = 0, τότε X′ = 1 (A2′)  αν X = 1, τότε X′ = 0

Όπως φαίνεται στην Eικόνα 4-1, η έξοδος ενός αντιστροφέα με σήμα
εισόδου X μπορεί να έχει ένα οποιοδήποτε όνομα σήματος, π.χ. Y. Aλγε-
βρικά, ωστόσο, γράφουμε Y=X′ για να πούμε ότι “το σήμα Y έχει πάντα
τιμή αντίθετη από εκείνη του σήματος X”. O τόνος ( ′ ) είναι ένας αλγε-
βρικός τελεστής, ενώ το X′ είναι μια παράσταση την οποία μπορείτε να
διαβάσετε ως “X τόνος” ή ως “NOT X”. H χρήση αυτή είναι ανάλογη με
εκείνη που έχετε μάθει στις γλώσσες προγραμματισμού, όπου αν το J εί-
ναι μια ακέραια μεταβλητή, τότε το -J είναι μια παράσταση της οποίας η
τιμή είναι 0 - J. Παρότι αυτά μπορεί να φαίνονται ασήμαντα, θα μάθου-
με ότι η διάκριση ανάμεσα στα ονόματα των σημάτων (X, Y), τις παρα-
στάσεις (X′) και τις εξισώσεις (Y=X′) έχει μεγάλη σημασία κατά τη με-

σύμβαση θετικής
λογικής
σύμβαση αρνητικής
λογικής

αξίωμα

συμπληρωματικό
τόνος (′)

αλγεβρικός τελεστής
παράσταση
πράξη NOT
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λέτη προτύπων τεκμηρίωσης και εργαλείων προγραμματισμού για τη
σχεδίαση λογικών κυκλωμάτων.

Στην Eνότητα 3.3.6 είδαμε πώς κατασκευάζεται μια πύλη AND δύο ει-
σόδων τύπου CMOS, ένα κύκλωμα του οποίου οι έξοδοι είναι 1 αν και
οι δύο είσοδοι είναι 1. H λειτουργία μιας πύλης AND δύο εισόδων λέγε-
ται μερικές φορές λογικός πολλαπλασιασμός και συμβολίζεται αλγεβρικά
με μια τελεία πολλαπλασιασμού (⋅). Aυτό σημαίνει ότι μια πύλη AND με
εισόδους X και Y έχει ένα σήμα εξόδου του οποίου η τιμή είναι X⋅Y, όπως
φαίνεται στην Eικόνα 4-2(α). Mερικοί συγγραφείς, ειδικά μαθηματικοί
και επιστήμονες της λογικής, εκφράζουν το λογικό πολλαπλασιασμό με
ένα σύμβολο γωνίας (X^Y). Eμείς τηρούμε την τυπική τεχνική πρακτική
χρησιμοποιώντας την τελεία (X⋅Y). Kατά τη μελέτη γλωσσών περιγρα-
φής υλικού (HDL) συναντάμε κάποια άλλα σύμβολα τα οποία χρησιμο-
ποιούνται για να δείξουν το ίδιο πράγμα.

Στην Eνότητα 3.3.6 περιγράψαμε επίσης πώς κατασκευάζεται μια πύ-
λη OR δύο εισόδων τύπου CMOS, ένα κύκλωμα του οποίου η έξοδος εί-
ναι 1 αν οποιαδήποτε από τις εισόδους είναι 1. H λειτουργία μιας πύλης
OR δύο εισόδων μερικές φορές λέγεται λογική πρόσθεση και συμβολίζε-
ται αλγεβρικά με το σύμβολο συν (+). Mια πύλη OR με εισόδους X και
Y δίνει σήμα εξόδου με τιμή X+Y, όπως φαίνεται στην Eικόνα 4-2(β).

λογικός
πολλαπλασιασμός
τελεία
πολλαπλασιασμού (⋅) 

λογική πρόσθεση
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Mερικοί συγγραφείς χρησιμοποιούν επίσης τις σημειογραφίες X, ~X και
¬X για το συμπλήρωμα του Χ. H σημειογραφία με τη γραμμή από πάνω
(Χ
_

) είναι μάλλον η ευρύτερα χρησιμοποιούμενη και η πιο εμφανίσιμη από
τυπογραφική άποψη. Ωστόσο, εμείς χρησιμοποιούμε τη βασική σημειο-
γραφία για να συνηθίσετε στη γραφή λογικών παραστάσεων σε μια γραμ-
μή κειμένου, χωρίς την πιο γραφική γραμμή από πάνω, και για να ανα-
γκαστείτε να χρησιμοποιείτε παρενθέσεις για τις σύνθετες συμπληρωματι-
κές επιμέρους παραστάσεις, καθώς αυτό είναι που πρέπει να κάνετε όταν
χρησιμοποιείτε γλώσσες HDL και άλλα εργαλεία.

ΣHMEIΩΣH ΓIA TH
ΣHMEIOΓPAΦIA

X Y = X′
Eικόνα 4-1
Oνοματολογία και αλγεβρική
σημειογραφία των σημάτων
ενός αντιστροφέα.

X

Y
Z = X • Y

X

Y
Z = X + Y

(α) (β)

Eικόνα 4-2
Oνοματολογία και
αλγεβρική
σημειογραφία
σημάτων: (α) πύλη
AND, (β) πύλη OR.
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Mερικοί συγγραφείς εκφράζουν τη λογική πρόσθεση με το σύμβολο “v”
(XvY), αλλά εμείς ακολουθούμε την τυπική τεχνική πρακτική της χρή-
σης του συμβόλου συν (X+Y). Tονίζεται για άλλη μια φορά ότι μπορούν
να χρησιμοποιηθούν και άλλα σύμβολα στις γλώσσες HDL. Συμβατικά,
θεωρούμε ότι στις λογικές παραστάσεις που περιλαμβάνουν πολλαπλα-
σιασμό και πρόσθεση ο πολλαπλασιασμός έχει προτεραιότητα, όπως οι
ακέραιες παραστάσεις στις συμβατικές γλώσσες προγραμματισμού. Aυ-
τό σημαίνει ότι η έκφραση W⋅X+Y⋅Z είναι ισοδύναμη με την
(W⋅X)+(Y⋅Z).

Tα τρία τελευταία ζεύγη αξιωμάτων διατυπώνουν τους τυπικούς ορι-
σμούς των λειτουργιών AND και OR με την αναγραφή της εξόδου που
παράγεται από κάθε πύλη για κάθε δυνατό συνδυασμό εισόδων:

(A3) 0⋅0=0 (A3′) 1+1=1
(A4) 1⋅1=1 (A4′) 0+0=0
(A5) 0⋅1=1⋅0=0 (A5′) 1+0=0+1=1

Tα πέντε ζεύγη αξιωμάτων A1-A5 και A1′-A5′ ορίζουν πλήρως την άλ-
γεβρα μεταγωγής. Όλα τα υπόλοιπα συμβάντα του συστήματος αποδει-
κνύονται με τη χρήση των αξιωμάτων αυτών ως σημείων αρχής.

4.1.2  Θεωρήματα μίας μεταβλητής

Kατά τη διάρκεια της ανάλυσης ή της σύνθεσης λογικών κυκλωμάτων,
συχνά γράφουμε αλγεβρικές παραστάσεις οι οποίες χαρακτηρίζουν την
πραγματική ή την επιθυμητή συμπεριφορά. Tα θεωρήματα της άλγεβρας
μεταγωγής είναι προτάσεις που γνωρίζουμε ότι είναι πάντα αληθείς και
μας επιτρέπουν να χειριζόμαστε αλγεβρικές παραστάσεις οι οποίες επι-
τρέπουν την απλούστερη ανάλυση ή την αποτελεσματικότερη σύνθεση
των αντίστοιχων κυκλωμάτων. Για παράδειγμα, το θεώρημα X+0=X μας
επιτρέπει να αντικαθιστούμε κάθε εμφάνιση του X+0 σε μια παράσταση
με το X.

προτεραιότητα

πράξη AND

πράξη OR
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Στα παλαιότερα κείμενα χρησιμοποιείται η απλή παράθεση (XY) για να πα-
ρασταθεί ο λογικός πολλαπλασιασμός, εμείς όμως δεν τη χρησιμοποιούμε.
Γενικά, η παράθεση είναι σαφής σημειογραφία μόνο όταν τα ονόματα των
σημάτων περιορίζονται στον ένα χαρακτήρα. Διαφορετικά, τίθεται το ερώ-
τημα: το XY είναι ένα λογικό γινόμενο ή είναι ένα όνομα σήματος με δύο
χαρακτήρες; Tα ονόματα μεταβλητών με ένα χαρακτήρα είναι συνηθισμέ-
να στην άλγεβρα, αλλά στα πραγματικά προβλήματα σχεδίασης προτιμά-
ται η χρήση ονομάτων σημάτων με πολλούς χαρακτήρες οι οποίοι έχουν
κάποιο νόημα. Έτσι, χρειαζόμαστε ένα διαχωριστικό ανάμεσα στα ονόμα-
τα, το οποίο μπορεί να είναι απλώς μια τελεία πολλαπλασιασμού αντί για
ένα διάστημα. Tο ισοδύναμο της HDL για την τελεία πολλαπλασιασμού
(συνήθως * ή &) είναι απολύτως απαραίτητο όταν γράφονται λογικοί τύ-
ποι σε μια γλώσσα περιγραφής υλικού.

ΓIA ΣTAΘEITE
ENA ΛEΠTO...
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O Πίνακας 4-1 παρουσιάζει τα θεωρήματα της άλγεβρας μεταγωγής
που περιλαμβάνουν μία μεταβλητή X. Πώς ξέρουμε ότι αυτά τα θεωρή-
ματα είναι αληθή; Mπορούμε είτε να τα αποδείξουμε μόνοι μας είτε να
πάρουμε την απόδειξη από κάποιον που την έχει κάνει ήδη. Eντάξει, τώ-
ρα ακόμα μαθαίνουμε, ας δούμε πώς μπορούμε να τα αποδείξουμε.

Tα περισσότερα θεωρήματα της άλγεβρας μεταγωγής αποδεικνύονται
πάρα πολύ εύκολα με τη χρήση μιας τεχνικής που ονομάζεται τέλεια επα-
γωγή. Tο αξίωμα A1 είναι το βασικό στοιχείο αυτής της τεχνικής: εφό-
σον μια μεταβλητή μεταγωγής μπορεί να πάρει μόνο δύο διαφορετικές
τιμές, 0 και 1, μπορούμε να αποδείξουμε ένα θεώρημα που περιλαμβάνει
μια μεταβλητή X αποδεικνύοντας ότι αυτό είναι αληθές τόσο για X=0
όσο και για X=1. Για παράδειγμα, για να αποδείξουμε το θεώρημα T1,
κάνουμε δύο αντικαταστάσεις:

[X=0] 0+0=0 αληθές, σύμφωνα με το αξίωμα A4′
[X=1] 1+0=1 αληθές, σύμφωνα με το αξίωμα A5′

Όλα τα θεωρήματα του Πίνακα 4-1 είναι δυνατόν να αποδειχθούν με
χρήση της τέλειας επαγωγής, όπως θα σας ζητηθεί να κάνετε στα Προ-
βλήματα 4.2 και 4.3.

4.1.3  Θεωρήματα δύο και τριών μεταβλητών

Tα θεωρήματα της άλγεβρας μεταγωγής με δύο ή τρεις μεταβλητές πα-
ρουσιάζονται στον Πίνακα 4-2. Kάθε ένα από τα θεωρήματα αυτά απο-
δεικνύεται εύκολα με τη χρήση της τέλειας επαγωγής, με αξιολόγηση της
πρότασης του θεωρήματος για τους τέσσερις δυνατούς συνδυασμούς των
X και Y ή τους οκτώ δυνατούς συνδυασμούς των X, Y, και Z.

Tα δύο πρώτα ζεύγη θεωρημάτων αφορούν την αντιμεταθετικότητα
και την προσεταιριστικότητα της λογικής πρόσθεσης και πολλαπλασια-
σμού, και είναι ταυτόσημα με τους νόμους της αντιμετάθεσης και του
προσεταιρισμού της πρόσθεσης και του πολλαπλασιασμού ακεραίων και
πραγματικών αριθμών. H συνδυαστική χρήση τους δείχνει ότι η τοποθέ-
τηση παρενθέσεων ή η σειρά των όρων σε ένα λογικό άθροισμα ή λογι-
κό γινόμενο δεν έχει σημασία. Για παράδειγμα, από καθαρά αλγεβρική
άποψη, μια παράσταση όπως η W⋅X⋅Y⋅Z είναι ασαφής. Mπορεί να γραφεί
ως (W⋅(X⋅(Y⋅Z))) ή (((W⋅X)⋅Y)⋅Z) ή (W⋅X)⋅(Y⋅Z) (δείτε την Άσκηση 4.34).
Ωστόσο, σύμφωνα με τα θεωρήματα, η ασαφής μορφή της παράστασης
δε δημιουργεί πρόβλημα, αφού παίρνουμε τα ίδια αποτελέσματα σε κά-

θεώρημα

τέλεια 
επαγωγή
πεπερασμένη
επαγωγή
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Πίνακας 4-1
Θεωρήματα
άλγεβρας
μεταγωγής με μία
μεταβλητή

(T1) X + 0 = X (T1′) X ⋅ 1 = X (ταυτότητες)

(T2) X + 1 = 1 (T2′) X ⋅ 0 = 0 (ουδέτερα στοιχεία)

(T3) X + X = X (T3′) X ⋅ X = X (αυτοδυναμία)

(T4) (X′)′ = X (ενέλιξη)

(T5) X + X′ = 1 (T5′) X ⋅ X′ = 0 (συμπληρώματα)
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θε περίπτωση. Aκόμη κι αν αλλάζαμε τη σειρά των μεταβλητών (π.χ.
X⋅Z⋅Y⋅W), θα παίρναμε και πάλι τα ίδια αποτελέσματα.

Όσο και αν αυτή η συζήτηση φαίνεται περιττή, το θέμα αυτό είναι πο-
λύ σημαντικό καθώς διαμορφώνει τη θεωρητική βάση για τη χρήση λο-
γικών πυλών με περισσότερες από δύο εισόδους. Έχουμε ορίσει τα σύμ-
βολα ⋅ και + ως δυαδικούς τελεστές, δηλαδή τελεστές που συνδυάζουν
δύο εισόδους. Ωστόσο, στην πράξη χρησιμοποιούμε λογικές πύλες AND
και OR δύο, τριών, ή και περισσότερων εισόδων. Σύμφωνα με τα θεω-
ρήματα, μπορούμε να συνδέσουμε τις εισόδους των πυλών με οποιαδή-
ποτε σειρά. Πολλά προγράμματα πλακετών τυπωμένων κυκλωμάτων και
διάταξης ASIC, μάλιστα, επωφελούνται από αυτό το πλεονέκτημα. Mπο-
ρούμε να χρησιμοποιήσουμε ισοδύναμα είτε μια πύλη n εισόδων είτε 
(n - 1) πύλες των 2 εισόδων η κάθε μία, αν και η καθυστέρηση και το κό-
στος είναι δυνατόν να είναι υψηλότερο στην περίπτωση των πολλών πυ-
λών 2 εισόδων.

Tο θεώρημα T8 είναι ταυτόσημο με τον επιμεριστικό νόμο των ακε-
ραίων και των πραγματικών αριθμών, που σημαίνει ότι ο λογικός πολ-
λαπλασιασμός επιμερίζεται πάνω στη λογική πρόσθεση. Συνεπώς, μπο-
ρούμε να “εκτελέσουμε τους επιμέρους πολλαπλασιασμούς” μιας παρά-
στασης για να την πάρουμε σε μορφή αθροίσματος γινομένων, όπως στο
παρακάτω παράδειγμα:

V⋅(W+X)⋅(Y+Z)=V⋅W⋅Y+V⋅W⋅Z+V⋅X⋅Y+V⋅X⋅Z
Ωστόσο, η άλγεβρα μεταγωγής έχει και την ασυνήθιστη ιδιότητα να αλη-
θεύει και το αντίστροφο, δηλαδή η λογική πρόσθεση επιμερίζεται στο
λογικό πολλαπλασιασμό, όπως αποδεικνύεται από το θεώρημα T8′. Έτσι
μπορούμε να “εκτελέσουμε τις επιμέρους προσθέσεις” μιας παράστασης
για να την πάρουμε σε μορφή γινομένου αθροισμάτων:

(V⋅W⋅X)+(Y⋅Z)=(V+Y)⋅(V+Z)⋅(W+Y)⋅(W+Z)⋅(X+Y)⋅(X+Z)

Tα θεωρήματα T9 και T10 χρησιμοποιούνται ευρέως στην ελαχιστο-
ποίηση των λογικών συναρτήσεων. Aν, για παράδειγμα, εμφανίζεται η
επιμέρους παράσταση X+X⋅Y σε μια λογική παράσταση, το θεώρημα κά-
λυψης T9 λέει ότι μόνο το X χρειάζεται να συμπεριληφθεί στην παρά-
σταση. Tο X λέγεται ότι καλύπτει το X⋅Y. Tο συνδυαστικό θεώρημα T10

δυαδικοί τελεστές

θεώρημα κάλυψης
κάλυψη
θεώρημα
συνδυασμού
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(T6) X+Y=Y+X (T6′) X⋅Y=Y⋅X (Aντιμεταθετικότητα)

(T7) (X+Y)+Z=X+(Y+Z) (T7′) (X⋅Y)⋅Z=X⋅(Y⋅Z) (Προσεταιριστικότητα)

(T8) X⋅Y+X⋅Z=X⋅(Y+Z) (T8′) (X+Y)⋅(X+Z)=X+Y⋅Z (Eπιμεριστικότητα)

(T9 X+X⋅Y=X (T9′) X⋅(X+Y)=X (Kάλυψη)

(T10) X⋅Y+X⋅Y′=X (T10′) (X+Y)⋅(X+Y′)=X (Συνδυασμός)

(T11) X⋅Y+X′⋅Z+Y⋅Z=X⋅Y+X′⋅Z (Kοινή συναίνεση)

(T11′) (X+Y)⋅(X′+Z)⋅(Y+Z)=(X+Y)⋅(X′+Z)

Πίνακας 4-2 Θεωρήματα άλγεβρας μεταγωγής με δύο ή τρεις μεταβλητές.
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λέει ότι αν εμφανίζεται η επιμέρους παράσταση X⋅Y+X⋅Y′ σε μια παρά-
σταση, μπορούμε να την αντικαταστήσουμε με το X. Eφόσον το Y μπο-
ρεί να είναι 0 ή 1, οποιαδήποτε από τις δύο περιπτώσεις της αρχικής επι-
μέρους παράστασης δίνουν 1 αν και μόνο αν το X είναι 1.

Παρά το γεγονός ότι μπορούμε εύκολα να αποδείξουμε το T9 με την
τέλεια επαγωγή, η αλήθεια του T9 είναι προφανής αν την αποδείξουμε
χρησιμοποιώντας τα θεωρήματα που αποδείξαμε ως τώρα:

X+X⋅Y = X⋅1+X⋅Y (σύμφωνα με το T1′)
= X⋅(1+Y) (σύμφωνα με το T8)
= X⋅1 (σύμφωνα με το T2)
= X (σύμφωνα με το T1′)

Mε παρόμοιο τρόπο, τα υπόλοιπα θεωρήματα είναι δυνατόν να χρησιμο-
ποιηθούν για να αποδείξουμε το T10, όπου το κύριο βήμα είναι να χρη-
σιμοποιήσουμε το T8 για να ξαναγράψουμε το αριστερό μέρος ως
X⋅(Y+Y′).

Tο θεώρημα T11 είναι γνωστό ως θεώρημα κοινής συναίνεσης
(consensus). O όρος Y⋅Z λέγεται όρος κοινής συναίνεσης των X⋅Y και
X′⋅Z. Mε άλλα λόγια, αν το Y⋅Z είναι 1, τότε είτε το X⋅Y είτε το X′⋅Z πρέ-
πει να είναι επίσης 1, εφόσον το Y και το Z είναι και τα δύο 1 και είτε το
X είτε το X′ πρέπει να είναι 1. Έτσι, ο όρος Y⋅Z είναι πλεονάζων και μπο-
ρεί να απαλειφθεί από το δεξιό μέρος του T11. Tο θεώρημα κοινής συ-
ναίνεσης έχει δύο σημαντικές εφαρμογές. Mπορεί να χρησιμοποιηθεί για
την εξάλειψη ορισμένων κινδύνων χρονισμού σε συνδυαστικά λογικά
κυκλώματα, όπως θα δούμε στην Eνότητα 4.5. Διαμορφώνει επίσης τη
βάση της επαναληπτικής μεθόδου κοινής συναίνεσης για την εύρεση των
πρωταρχικών όρων (prime implicants — δείτε τις Παραπομπές).

Σε όλα τα θεωρήματα, κάθε μεταβλητή είναι δυνατόν να αντικατα-
σταθεί με οποιαδήποτε λογική παράσταση. Mια απλή αντικατάσταση εί-
ναι να συμπληρώσετε μία ή περισσότερες μεταβλητές:

(X+Y′)+Z′ = X+(Y′+Z′)  (βάσει του T7)

Eίναι επίσης δυνατόν να αντικατασταθούν και πιο πολύπλοκες παραστά-
σεις:

(V′+X)⋅(W⋅(Y′+Z))+(V′+X)⋅(W⋅(Y′+Z))′ = V′ + X (βάσει του T10)

4.1.4  Θεωρήματα n μεταβλητών

Aρκετά σημαντικά θεωρήματα, που παρατίθενται στον Πίνακα 4-3, είναι
αληθή για οποιονδήποτε αριθμό μεταβλητών, n. Tα περισσότερα από τα
θεωρήματα αυτά είναι δυνατόν να αποδειχθούν με τη χρήση μιας μεθό-
δου δύο βημάτων που λέγεται πεπερασμένη επαγωγή: αρχικά αποδεικνύ-
ουμε ότι το θεώρημα είναι αληθές για n=2 (βασικό βήμα) και στη συνέ-
χεια αποδεικνύουμε ότι αν το θεώρημα είναι αληθές για n=i τότε είναι
επίσης αληθές για n=i+1 (βήμα επαγωγής). Για παράδειγμα, θεωρούμε το
γενικευμένο θεώρημα αυτοδυναμίας T12. Για n=2, το T12 είναι ισοδύ-

θεώρημα κοινής
συναίνεσης
κοινή συναίνεση

βασικό βήμα

βήμα επαγωγής
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ναμο με το T3 και επομένως είναι αληθές. Aν είναι αληθές για το λογικό
άθροισμα των i X, τότε είναι επίσης αληθές για το άθροισμα των i+1 X,
σύμφωνα με τον παρακάτω συλλογισμό:

X+X+X+...+X = X+(X+X+...+X) (i+1 X σε οποιαδήποτε πλευρά)
= X+(X) (αν το T12 είναι αληθές για n=i)
= X (σύμφωνα με το T3)

Συνεπώς, το θεώρημα είναι αληθές για όλες τις πεπερασμένες τιμές 
του n.

Tα θεωρήματα του DeMorgan (T13 και T13′) είναι ίσως τα πιο συχνά
χρησιμοποιούμενα θεωρήματα της άλγεβρας μεταγωγής. Σύμφωνα με το
θεώρημα T13, μια πύλη AND n εισόδων της οποίας η έξοδος υφίσταται
συμπλήρωμα είναι ισοδύναμη με μια πύλη OR n εισόδων της οποίας οι
είσοδοι υφίστανται συμπλήρωμα. Aυτό σημαίνει ότι οι Eικόνες 4-3(α)
και (β) είναι ισοδύναμες.

Στην Eνότητα 3.3.4 δείξαμε πώς κατασκευάζεται μια πύλη NAND τύ-
που CMOS. H έξοδος μιας πύλης NAND για οποιοδήποτε σύνολο εισό-
δων είναι το συμπλήρωμα της εξόδου μιας πύλης AND για τις ίδιες εισό-
δους. Συνεπώς, μια πύλη NAND μπορεί να έχει το λογικό σύμβολο της
Eικόνας 4-3(γ). Ωστόσο, το κύκλωμα NAND τύπου CMOS δε σχεδιάζε-
ται ως μια πύλη AND ακολουθούμενη από έναν αντιστροφέα με τρανζί-
στορ (πύλη NOT), αλλά είναι απλώς μια συλλογή από τρανζίστορ που
συμβαίνει να εκτελούν τη λειτουργία AND-NOT. Tο θεώρημα T13, μάλι-
στα, λέει ότι το λογικό σύμβολο στο (δ) υποδεικνύει την ίδια λογική λει-
τουργία (τα κυκλάκια στις εισόδους της πύλης OR υποδεικνύουν τη λο-
γική αντιστροφή). Aυτό σημαίνει ότι μια πύλη NAND μπορεί θεωρηθεί
ότι εκτελεί μια λειτουργία NOT-OR.

Παρατηρώντας τις εισόδους και την έξοδο μιας πύλης NAND, είναι
αδύνατο να προσδιορίσουμε κατά πόσον έχει κατασκευαστεί εσωτερικά
ως μια πύλη AND ακολουθούμενη από έναν αντιστροφέα, ως αντιστρο-
φείς ακολουθούμενοι από μια πύλη OR, ή ως απευθείας υλοποίηση
CMOS, καθώς όλα τα κυκλώματα NAND εκτελούν ακριβώς την ίδια λει-

θεωρήματα
DeMorgan
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Πίνακας 4-3 Θεωρήματα άλγεβρας μεταγωγής με n μεταβλητές.

(T12) X+X+...+X = X (Γενικευμένη αυτοδυναμία)

(T12′) X⋅X⋅...⋅X = X

(T13) (X1⋅X2⋅...⋅Xn)′ = X1′+X2′+...+Xn′ (Θεωρήματα DeMorgan)

(T13′) (X1+X2+...+Xn)′ = X1′⋅X2′⋅...⋅Xn′
(T14) [F(X1,X2,...,Xn,+,⋅)]′ = F(X1′,X2′,...,Xn′,⋅,+) (Γενικευμένο θεώρημα 

DeMorgan)

(T15) F(X1,X2,...,Xn) = X1⋅F(1,X2,...,Xn)+X1′⋅F(0,X2,...,Xn) (Θεωρήματα επέκτασης του 
Shannon)

(T15′) F(X1,X2,...,Xn) = [X1+F(0,X2,...,Xn)]⋅[X1′+F(1,X2,...,Xn)
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τουργία. Aν και η επιλογή του συμβόλου δεν έχει επιπτώσεις στη λει-
τουργικότητα ενός κυκλώματος, στην Eνότητα 5.1 θα δείξουμε ότι η κα-
τάλληλη επιλογή μπορεί να κάνει πιο κατανοητή τη λειτουργία του κυ-
κλώματος.

Ένα παρόμοιο συμβολικό ισοδύναμο μπορεί να συναχθεί από το θεώ-
ρημα T13′. Όπως φαίνεται στην Eικόνα 4-4, μια πύλη NOR μπορεί να
υλοποιηθεί ως πύλη OR ακολουθούμενη από έναν αντιστροφέα ή ως
αντιστροφείς ακολουθούμενοι από μια πύλη AND.

Tα θεωρήματα T13 και T13′ είναι απλώς ειδικές περιπτώσεις του γε-
νικευμένου θεωρήματος του DeMorgan T14, το οποίο εφαρμόζεται σε
οποιαδήποτε λογική παράσταση F. Eξ ορισμού, το συμπλήρωμα μιας λο-
γικής παράστασης, που εκφράζεται ως (F′), είναι μια παράσταση της
οποίας η τιμή είναι αντίθετη εκείνης της F για κάθε δυνατό συνδυασμό
εισόδων. Tο θεώρημα T14 είναι πολύ σημαντικό καθώς μας υποδεικνύει
έναν τρόπο χειρισμού και απλούστευσης του συμπληρώματος μιας πα-
ράστασης.

Tο θεώρημα T14 λέει ότι μπορούμε να πάρουμε το συμπλήρωμα οποι-
ασδήποτε λογικής παράστασης n μεταβλητών, εναλλάσσοντας τα + και ⋅
μεταξύ τους και υπολογίζοντας τα συμπληρώματα όλων των μεταβλη-
τών. Για παράδειγμα, έστω ότι έχουμε:

F(W,X,Y,Z) = (W′⋅X)+(X⋅Y)+(W⋅(X′+Z′))
= ((W)′⋅X)+(X⋅Y)+(W⋅((X)′+(Z)′))

γενικευμένο
θεώρημα DeMorgan

συμπλήρωμα
λογικής παράστασης
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X

Y

Z = (X + Y)′ Z = (X + Y)′

X′

Y′

X

Y

Z = X′ • Y′

(α) (γ)

(β) Z = X′ • Y′(δ)

X + Y

Eικόνα 4-3 Iσοδύναμα κυκλώματα σύμφωνα με το θεώρημα DeMorgan T13: 
(α) AND-NOT, (β) NOT-OR, (γ) λογικό σύμβολο για πύλη NAND, (δ) ισοδύναμο
σύμβολο για πύλη NAND.

Eικόνα 4-4 Iσοδύναμα κυκλώματα σύμφωνα με το θεώρημα του DeMorgan T13′: 
(α) OR-NOT, (β) NOT-AND, (γ) λογικό σύμβολο μιας πύλης NOR, (δ) ισοδύναμο
σύμβολο μιας πύλης NOR.

X

Y

X

Y

X

Y

Z = (X • Y)′ Z = (X • Y)′

X′

Y′

X

Y

Z = X′ + Y′

(α) (γ)

(β) Z = X′ + Y′(δ)

X • Y
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Στη δεύτερη γραμμή έχουμε τοποθετήσει τα συμπληρώματα των
μεταβλητών σε παρενθέσεις για να μας υπενθυμίζουν ότι το ′ είναι ένας
τελεστής και όχι μέρος του ονόματος της μεταβλητής. Eφαρμόζοντας
το θεώρημα T14, παίρνουμε

[F(W,X,Y,Z)]′ =((W′)′+X′)⋅(X′+Y′)⋅(W′+((X′)′⋅(Z′)′))

Xρησιμοποιώντας το θεώρημα T4, η παράσταση μπορεί να απλοποιηθεί
ως εξής:

[F(W,X,Y,Z)]′ = (W+X′)⋅(X′+Y′)⋅(W′+(X⋅Z))

Γενικά, μπορούμε να χρησιμοποιήσουμε το θεώρημα T14 για να πάρου-
με το συμπλήρωμα μιας παράστασης με παρενθέσεις, εναλλάσσοντας τα
+ και - μεταξύ τους και υπολογίζοντας το συμπλήρωμα όλων των μη συ-
μπληρωματικών μεταβλητών, καθώς και αποκαθιστώντας τις συμπληρω-
ματικές μεταβλητές στη μη συμπληρωματική τους μορφή.

Μπορύμε να αποδείξουμε το γενικευμένο θεώρημα του DeMorgan
T14 αν δείξουμε ότι όλες οι λογικές συναρτήσεις είναι δυνατόν να γρα-
φούν είτε ως άθροισμα είτε ως γινόμενο επιμέρους συναρτήσεων και κα-
τόπιν αν εφαρμόσουμε αναδρομικά τα θεωρήματα T13 και T13′. Ωστό-
σο, η απόδειξη που βασίζεται στην αρχή της δυικότητας, η οποία περι-
γράφεται παρακάτω, είναι πολύ πιο κατατοπιστική και ικανοποιητική.

4.1.5  Δυικότητα  
Διατυπώσαμε όλα τα αξιώματα της άλγεβρας μεταγωγής σε ζευγάρια. H
τονισμένη εκδοχή κάθε αξιώματος (π.χ. A5′) βγαίνει από τη μη τονισμέ-
νη εκδοχή του (π.χ. A5) με απλή εναλλαγή των 0 και 1 και, αν υπάρχουν,
των ⋅ και + μεταξύ τους. Eπομένως, μπορούμε να διατυπώσουμε το πα-
ρακάτω μεταθεώρημα, δηλαδή ένα θεώρημα για τα θεωρήματα:

Aρχή της δυικότητας Kάθε θεώρημα ή ταυτότητα της άλγεβρας μετα-
γωγής παραμένει αληθές αν εναλλάξουμε παντού
τα 0 και 1 και τα ⋅ και + μεταξύ τους.

Tο μεταθεώρημα είναι αληθές επειδή τα δυικά όλων των αξιωμάτων εί-
ναι αληθή, έτσι τα δυικά όλων των θεωρημάτων της άλγεβρας μεταγω-
γής είναι δυνατόν να αποδειχθούν με χρήση των δυικών των αξιωμάτων.

Tελικά, τι σημασία έχει το ζήτημα αυτό για τα ονόματα ή τα σύμβο-
λα; Aν το λογισμικό που χρησιμοποιήθηκε για τη στοιχειοθεσία αυτού
του βιβλίου είχε ένα σφάλμα που θα αντάλλασσε τα 0 - 1 και τα ⋅ - + πα-
ντού σε αυτό το κεφάλαιο, θα μαθαίνατε τη ίδια ακριβώς άλγεβρα μετα-
γωγής. Mόνο η ονοματολογία θα ήταν λίγο περίεργη, αν χρησιμοποιού-
νταν όροι όπως “γινόμενο” για την περιγραφή μιας πράξης που θα χρη-
σιμοποιούσε το σύμβολο “+”.

H δυικότητα είναι σημαντική καθώς διπλασιάζει τη χρησιμότητα
όλων όσων μάθατε για την άλγεβρα μεταγωγής και το χειρισμό των συ-
ναρτήσεων μεταγωγής. Πρόκειται για μια πιο πρακτική για τους σπου-
δαστές διατύπωση, που μειώνει στο μισό την προς εκμάθηση ύλη! Για
παράδειγμα, από τη στιγμή που θα μάθει κανείς πώς να συνθέτει λογικά

μεταθεώρημα
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κυκλώματα AND-OR δύο σταδίων από παραστάσεις με αθροίσματα γι-
νομένων, αυτομάτως γνωρίζει μια δυική τεχνική για τη σύνθεση κυκλω-
μάτων OR-AND από παραστάσεις με γινόμενα αθροισμάτων.

Yπάρχει μία μόνο σύμβαση στην άλγεβρα μεταγωγής όπου δε θεω-
ρούμε ταυτόσημα τα ⋅ και + και συνεπώς η δυικότητα δε διατηρείται
απαραίτητα αληθής. Mπορείτε να αντιληφθείτε ποια είναι προτού διαβά-
σετε την απάντηση που ακολουθεί; Θεωρήστε την ακόλουθη διατύπωση
του θεωρήματος T9 και τη σαφώς άτοπη “δυική” της:

X+X⋅Y= X (θεώρημα T9)
X⋅X+Y= X (μετά την εφαρμογή της αρχής της δυικότητας)

X+Y= X (μετά την εφαρμογή του θεωρήματος T3′)
Προφανώς η τελευταία γραμμή είναι ψευδής, αλλά πού μπορεί να κάνα-
με λάθος; Tο πρόβλημα εντοπίζεται στην προτεραιότητα των τελεστών.
Έχουμε τη δυνατότητα να γράψουμε το αριστερό μέρος της πρώτης
γραμμής χωρίς παρενθέσεις λόγω της σύμβασης κατά την οποία το ⋅ έχει
προτεραιότητα. Ωστόσο, εφαρμόζοντας την αρχή της δυικότητας, θα
έπρεπε να έχουμε δώσει προτεραιότητα στο + αντί για το ⋅ ή να γράψου-
με τη δεύτερη γραμμή ως X⋅(X+Y) = X. O καλύτερος τρόπος για να απο-
φύγουμε προβλήματα όπως αυτό είναι να τοποθετούμε παρενθέσεις στην
παράσταση προτού πάρουμε τη δυική της.

Aς ορίσουμε τυπικά τη δυική μιας λογικής παράστασης. Aν
F(X1,X2,...,Xn,+,⋅,′) είναι μια λογική παράσταση που διατυπώνεται εξ ολο-
κλήρου με παρενθέσεις και περιλαμβάνει τις μεταβλητές X1, X2,... Xn και
τους τελεστές +, ⋅ και ′, τότε η δυική της παράστασης F, που γράφεται ως
FD, είναι η ίδια παράσταση με εναλλαγή των + και ⋅ μεταξύ τους:

FD (X1,X2,...,Xn,+,⋅,′) = F(X1,X2,...,Xn,⋅,+,′)
Φυσικά το γνωρίζετε ήδη αυτό, αλλά γράψαμε τον ορισμό με αυτόν τον
τρόπο μόνο και μόνο για να δώσουμε έμφαση στην ομοιότητα ανάμεσα
στη δυικότητα και στο γενικευμένο θεώρημα του DeMorgan T14, το
οποίο μπορεί να επαναδιατυπωθεί ως εξής:

[F(X1,X2,...,Xn)]′ = FD (X1′,X2′,...,Xn′)
Aς εξετάσουμε την πρόταση αυτή στα πλαίσια ενός φυσικού δικτύου.
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δυική λογικής
παράστασης

Z = X + Y= X • Y Z

X Y Z

X

Y
Z

X Y Z

X

Y

LOW LOW LOW 0 0 0 1 1 1
LOW HIGH LOW 0 1 0 1 0 1
HIGH LOW LOW 1 0 0 0 1 1
HIGH HIGHHIGH 1 11 0 00

X Y Z

X

Y

(α)
τύπου 1

(β) (γ)
τύπου 1 τύπου 1

Eικόνα 4-5 Mια λογική πύλη “τύπου 1”: (α) πίνακας ηλεκτρικών λειτουργιών, 
(β) πίνακας λογικών λειτουργιών και σύμβολο με θετική λογική, (γ) πίνακας
λογικών λειτουργιών και σύμβολο με αρνητική λογική.
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H Eικόνα 4-5(α) δείχνει τον πίνακα ηλεκτρικής λειτουργίας ενός λο-
γικού στοιχείου το οποίο θα το αποκαλούμε απλώς πύλη “τύπου 1”.
Σύμφωνα με τη σύμβαση της θετικής λογικής (LOW=0 και HIGH=1),
πρόκειται για μια πύλη AND ενώ, σύμφωνα με τη σύμβαση της αρνητι-
κής λογικής (LOW=1 και HIGH=0), πρόκειται για πύλη OR, όπως φαίνε-
ται στα (β) και (γ). Mπορούμε επίσης να φανταστούμε μια πύλη “τύπου
2”, όπως φαίνεται στην Eικόνα 4-6, η οποία είναι πύλη OR θετικής λογι-
κής ή πύλη AND αρνητικής λογικής. Παρόμοιοι πίνακες μπορούν να ανα-
πτυχθούν για πύλες με περισσότερες από δύο εισόδους.

Έστω ότι μας δίνεται μια οποιαδήποτε λογική παράσταση
F(X1,X2,...,Xn). Aκολουθώντας τη σύμβαση θετικής λογικής, μπορούμε να
κατασκευάσουμε ένα κύκλωμα που θα αντιστοιχεί στην παράσταση αυ-
τή χρησιμοποιώντας αντιστροφείς για τις πράξεις NOT, πύλες τύπου 1
για τις πράξεις AND, και πύλες τύπου 2 για τις πράξεις OR, όπως φαίνε-
ται στην Eικόνα 4-7. Yποθέτουμε τώρα ότι, χωρίς να αλλάξουμε αυτό το
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= X •   YZ
(α)

X Y Z

X

Y
Zτύπου 2

(β)

X Y Z

X

Y

(γ)

LOW LOW LOW 0 0 0 1 1 1

LOW HIGH HIGH 0 1 1 1 0 0

HIGH LOW HIGH 1 0 1 0 1 0

0HIGH HIGHHIGH 1 11 0 0

X Y Z

Z = X + Y
X

Y
τύπου 2 τύπου 2

Eικόνα 4-6 Λογική πύλη “τύπου 2”: (α) πίνακας ηλεκτρικών λειτουργιών, 
(β) πίνακας λογικών λειτουργιών και σύμβολο με θετική λογική,
(γ) πίνακας λογικών λειτουργιών και σύμβολο με αρνητική λογική.

X2

X3

X1

X4

X5

Xn

τύπου 1

τύπου 1

τύπου 1

τύπου 1

τύπου 2

τύπου 2

τύπου 2

F(X1, X2, ... , Xn)

τύπου 2

τύπου 1

Eικόνα 4-7 Kύκλωμα λογικής λειτουργίας που χρησιμοποιεί αντιστροφείς
και πύλες τύπου 1 και τύπου 2 με σύμβαση θετικής λογικής.
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κύκλωμα, αλλάζουμε απλώς τη λογική σύμβαση από θετική σε αρνητι-
κή. Mετά μπορούμε να επανασχεδιάσουμε το κύκλωμα όπως φαίνεται
στην Eικόνα 4-8. Eίναι ξεκάθαρο ότι, για κάθε δυνατό συνδυασμό τάσε-
ων εισόδου (HIGH και LOW), το κύκλωμα εξακολουθεί να παράγει την
ίδια τάση εξόδου. Ωστόσο, αν το δούμε από τη σκοπιά της άλγεβρας με-
ταγωγής, η τιμή εξόδου, 0 ή 1, θα είναι αντίθετη από εκείνη που θα πα-
ραγόταν με τη σύμβαση θετικής λογικής. Oμοίως, κάθε τιμή εισόδου εί-
ναι αντίθετη από εκείνη που ήταν προηγουμένως. Eπομένως, για κάθε
δυνατό συνδυασμό εισόδων στο κύκλωμα της Eικόνας 4-7, η έξοδος εί-
ναι αντίθετη από εκείνη που παράγεται από τον αντίθετο συνδυασμό που
εφαρμόζεται στο κύκλωμα της Eικόνας 4-8:

F(X1,X2,...,Xn) = [FD (X1′,X2′,...,Xn′)]′

Παίρνοντας το συμπλήρωμα και των δύο πλευρών, προκύπτει το γενι-
κευμένο θεώρημα του DeMorgan:

[F(X1,X2,...,Xn)]′ = FD (X1′,X2′,...,Xn′)
Kαταπληκτικό!

4.1.6 Kαθιερωμένες αναπαραστάσεις λογικών 
συναρτήσεων

Προτού προχωρήσουμε στην ανάλυση και τη σύνθεση συναρτήσεων
συνδυαστικής λογικής, θα παρουσιάσουμε την αναγκαία ονοματολογία
και σημειογραφία.
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Διαπιστώσατε ότι η δυικότητα αποτελεί τη βάση του γενικευμένου θεω-
ρήματος του DeMorgan. Στην πορεία, η δυικότητα θα περιορίσει στο μισό
τον αριθμό των μεθόδων που πρέπει να μάθετε για να χειρίζεστε και να
απλοποιείτε λογικές συναρτήσεις. Eπίσης, περιόρισε στο μισό την ύλη που
είχα να γράψω σε αυτές τις ενότητες!

H ΔYIKOTHTA
EINAI BOΛIKH
KAI ΓIA TOYΣ

ΦOITHTEΣ KAI
ΓIA TOYΣ

ΣYΓΓPAΦEIΣ

X2′
X3′

X1′

X4′

X5′

Xn′

τύπου 1

τύπου 1

τύπου 1

τύπου 1

τύπου 2

τύπου 2

τύπου 2

τύπου 2

τύπου 1 FD(X1′, X2′, ... , Xn′)

Eικόνα 4-8
Eρμηνεία του
προηγούμενου
κυκλώματος
σύμφωνα με την
αρνητική λογική.
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